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Introduzione

La fisica nucleare è molto complessa: esistono infatti molti nuclei, molte osservabili che includono
proprietà dello stato fondamentale, spettroscopia degli stati eccitati, reazioni e decadimenti.
Questa complessità non è descritta da un modello come quello standard. Uno dei problemi della
fisica teorica nucleare ancora irrisolto risulta essere la determinazione di un potenziale efficace
microscopico in grado di descrivere accuratamente l’interazione fra nucleoni all’interno dei nuclei
e le loro proprietà. Questo è dovuto alla tuttora incompleta conoscenza dell’interazione nucleare
efficace e al fatto che il nucleo sia un sistema fisico costituito da molti nucleoni che fa di esso un
problema a molti corpi non risolubile esattamente.
Tra i vari modelli utilizzati per la descrizione del nucleo quelli di campo medio riescono a descrivere
buona parte della complessità dei fenomeni. Essi si basano sull’ipotesi che ogni nucleone possa
essere trattato come una particella indipendente soggetta a un potenziale efficace costituito
dall’interazione con le altre particelle. La determinazione di un potenziale in grado di riprodurre
i dati sperimentali relativi diventa quindi la chiave per la comprensione della struttura nucleare.
Esistono molti esempi di potenziali efficaci ricavati dai dati sperimentali come: Skyrme, Gogny; si
tratta di potenziali ottenuti mediante un procedimento di fit molto complesso che porta ad avere
molti parametri. Nel presente lavoro ci si propone di percorrere una strada innovativa: ricavare
un potenziale efficace, di particella singola, partendo da densità nucleari non sperimentali, bensì
ricavate con metodi ab initio.
Nel contesto di questo lavoro vi è la teoria del funzionale densità (DFT) che stabilisce una
corrispondenza biunivoca tra il potenziale e la densità dello stato fondamentale di un sistema
fermionico. Il problema diretto (noto un potenziale ricavarne la densità) è largamente utilizzato in
ambito della fisica elettronica e della fisica nucleare. Il problema inverso, quello che utilizzeremo,
è invece ancora poco studiato. Svilupperemo il problema inverso mediante metodo variazionale:
il potenziale risulta essere un moltiplicatore di Lagrange. Il metodo utilizzato è il constrained
variational ed è stato sviluppato per sistemi con simmetria sferica, in modo da poterlo applicare
ai nuclei magici.
Le densità utilizzate derivano da calcoli ab initio, ottenute tramite metodi Quantum Monte Carlo
(QMC) e funzioni di Green auto-consistenti (SCGF). Si tratta, in linea di principio, di densità
esatte derivanti da calcoli che che partono dall’interazione tra nucleoni nel vuoto.
Il testo è strutturato in quattro capitoli: nel capitolo 1 verrà data un’immagine dello stato
dell’arte, nel capitolo 2 si discuterà della DFT e del problema inverso, nel capitolo 3 si spiegherà
in dettaglio il metodo utilizzato e la sua implementazione numerica e nel capitolo 4 si esporranno
i risultati ottenuti con l’applicazione del metodo e infine seguiranno le considerazioni.
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Capitolo 1

Fenomenologia della struttura nucleare
e modelli teorici per sistemi a molti
nucleoni

1.1 Introduzione
Per poter costruire un modello del nucleo nello stato fondamentale è necessario conoscere le sue
proprietà generali come: massa, raggio, spin e momenti elettromagnetici. Tali osservabili possono
essere ricavate mediante procedure sperimentali più o meno complesse e i risultati così ottenuti
devono essere successivamente interpretati con la costruzione di una teoria.
È noto che i nuclei atomici sono formati da neutroni e protoni, chiamati nucleoni, e si potrebbe
pensare di seguire il procedimento utilizzato in fisica atomica in cui, applicando la meccanica
quantistica vengono risolti, in linea di principio, tutti i problemi. Per poter fare ciò è fondamentale
poter conoscere la forza che si esercita tra i nucleoni e da questa dedurre successivamente le
proprietà nucleari.
Al momento non è possibile seguire questo approccio per due motivazioni: in primo luogo il fatto
che il sistema nucleare sia composto da molte particelle fa di esso un problema a molti corpi per
cui non esiste soluzione esatta dell’equazione di Schrödinger. In secondo luogo tra i nucleoni non
viene esercitata una forza "semplice" come quella di Coulomb ma una composta di termini a due
e a tre corpi con una dipendenza complicata da posizione, momento e spin che ad oggi non è
ancora nota con precisione.
Per ovviare al problema è necessario ricorrere all’introduzione di modelli che riproducano con
precisione, più o meno accurata, il comportamento nucleare. Nell’utilizzare questo approccio
non è possibile avere un unico modello in grado di descrivere tutte le proprietà del nucleo: i vari
modelli utilizzati, dal più semplice al più complesso, rappresentano ognuno diverse caratteristiche
fondamentali della fisica nucleare che seppur legate tra loro non possono ancora essere unificate
in un’unica teoria.
Lo scopo del presente capitolo è quello di voler dare un’immagine, seppur sicuramente non
esaustiva, dello stato dell’arte in fisica nucleare per poter poi spiegare e comprendere le motivazioni
di questo elaborato.
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1.1.1 Osservabili nucleari
La misura delle osservabili ha permesso di dedurre molte caratteristiche della struttura dei nuclei.
Essi sono stati legati quantistici di particelle chiamate nucleoni, il cui numero totale viene indicato
con A, e dei quali ne esistono due tipi: i protoni che hanno carica positiva, indicati con Z, e i
neutroni, privi di carica, indicati con N .
In questo paragrafo ci limitiamo ad una breve discussione [22] delle grandezze di bulk come:
densità, raggi, masse, energie di legame ed energie di separazione. Si tenga presente che queste
non sono le uniche grandezze misurate ma ci sono anche energie, momenti di multipolo, spin,
momenti magnetici di cui però non discuteremo poiché non sono oggetto di questa tesi.

Massa

La massa dei nuclei è determinata studiando la traiettoria di particelle cariche in campi
elettrici e magnetici. Lo strumento adoperato per tale misura è lo spettrometro di massa,
il cui principio di funzionamento è mostrato in figura 1.1, e che è in grado di selezionare
ioni in carica q e velocità v e ne curva la traiettoria sfruttando campi elettrici e magnetici.

Figura 1.1: Spettrometro di massa.

Il raggio di curvatura R della semicirconferenza
percorsa dalla particella dipende dal rappor-
to di carica e massa q

M e dunque, nota q, è
possibile estrarre il valore di M .

M =
qBR

v
(1.1)

B è il valore del campo magnetico nella regione
di spazio in cui la traiettoria delle particelle
viene curvata.
Le masse nucleari sono misurate in termini di
unità di massa atomica, u, definita in maniera

tale che la massa dell’atomo 12C valga esattamente 12 u. In fisica nucleare si preferisce lavorare
con masse in unità di energia piuttosto che con le masse stesse. Il passaggio da massa ad energia
è possibile basandosi sul risultato fondamentale dalla relatività speciale, E =mc2, con un fattore
di conversione

1 u = 931.502MeV

consentendoci di utilizzare liberamente masse o energie in base alle nostre esigenze.

Energia di legame

Un sistema legato si trova tipicamente a un livello di energia inferiore di quello dei suoi costituenti
non legati, o in altri termini

M(A,Z) < Zmp + (A −Z)mn

Tale difetto prende il nome di energia di legame (binding energy), ed è l’energia necessaria
scomporre il nucleo nei suoi costituenti

B.E.(A,Z) =M(A,Z) −Zmp − (A −Z)mn (1.2)

Si osserva che il suo valore per nucleone, B.E./A, aumenta con A per nuclei leggeri e raggiunge
il suo massimo attorno ad A ≈ 60 per poi decrescere lentamente e si attesta approssimativamente
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attorno a 8 MeV: questo comportamento suggerisce che un nucleone non interagisca con tutti gli
altri ma solamente con quelli più vicini, cioè si abbia la presenza di un fenomeno di saturazione
della forza nucleare.

Energie di separazione

L’energia di separazione è l’energia da fornire ad un nucleone per estrarlo dal nucleo

Sp = B.E.(A,Z) −B.E(A − 1, Z − 1) Sn = B.E.(A,Z) −B.E(A − 1, Z) (1.3)

Raggi

Il raggio quadratico medio di carica (rms), R = ⟨r2⟩
1/2, di un nucleo può essere misurato tramite

metodi sperimentali di interazione elettromagnetica tra il nucleo e gli elettroni o i muoni. Esistono
principalmente quattro metodi per le misurazioni: diffusione elastica degli elettroni, transizioni
energetiche in atomi muonici, shift isotopico da raggi X Kalpha e shift isotopico ottico [12] di
cui i primi tre sono stati impiegati solo per isotopi stabili. Tuttavia, l’ultimo è stato eseguito
su nuclei lontani dalla stabilità, perché lo sviluppo nei metodi di spettroscopia ottica laser offre
l’opportunità di effettuare misurazioni di atomi radioattivi con vite inferiori a 1 ms.
Le misurazioni delle transizioni negli atomi muonici e gli esperimenti di scattering di elettroni
elastici forniscono informazioni sui raggi di carica, mentre i raggi X Kalpha e gli shift isotopici
ottici forniscono informazioni sui loro variazioni isotopiche.
La prima misura del raggio del nucleo fu fatta da Rutherford e Chadwick utilizzando la diffusione
di particelle α, formate da due protoni e due neutroni legati tra di loro. Il volume V di un nucleo
è, in buona approssimazione, proporzionale al numero A di nucleoni dove ogni nucleone occupa
un volume dell’ordine di V0 = 7.2 fm3. Se si assume, in prima approssimazione, che il volume sia
quello di una sfera allora un volume V ≈ AV0 implica un raggio

R = r0A
1
3 (1.4)

dove r0 ≈ 1.2 fm. Assumendo valida tale approssimazione il volume per nucleone risulta essere
V
A ≈ 4r3

0 con una distanza media di

4 1
3 ro ≈ 2 fm. (1.5)

Densità

Dallo studio dei dati empirici, provenienti prevalentemente da esperimenti di scattering elastico
di elettroni [7], la densità risulta essere una quantità approssimativamente costante all’interno
del nucleo, indipendentemente dallo stesso, e che decresce rapidamente a zero verso la superficie.
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Figura 1.2: Esempi di densità. Fonte: https://inspirehep.net/literature/823384

Spesso la densità viene interpolata con una funzione di Fermi:

n(r) =
n0

1 + e r−R
a

(1.6)

dove a, che vale circa 0.5−0.6 fm è il parametro di diffusività e descrive l’andamento della densità
nei pressi della superficie mentre n0 è la densità di saturazione e vale 0.16 − 0.17 fm [13].

1.1.2 L’interazione nucleare
I protoni e neutroni interagiscono tramite forza nucleare. Tale interazione è a corto raggio, si
estende fino a circa 1.5 fm, ed ha un carattere prevalentemente attrattivo. Sebbene a brevissime
distanze, circa 0.3 fm, l’interazione abbia una componente fortemente repulsiva questa non viene
risentita dai nucleoni a causa della loro distanza media (1.5). Ha la caratteristica di essere
charge indipendent, ovvero non dipende dalle carica delle particelle coinvolte, e presenta una
forte dipendenza dallo spin. La sua espressione analitica non si conosce con esattezza ma si fa
uso di approssimazioni che comprendono un numero variabile di termini: centrale, spin-orbita,
tensoriale. [13].
Nel corso degli anni sono stati effettuati diversi tentativi nella costruzione di un potenziale che
meglio descrivesse l’interazione NN sulla base di esperimenti di scattering tra nucleoni. Un
esempio è quello dell’interazione non relativistica di Argonne v18 [48], composta da un termine
elettromagnetico, una parte relativa al contributo dallo scambio di un pione, particella mediatrice
dell’interazione, ed un termine a breve range.
Oggi sappiamo che i nucleoni non sono particelle elementari ma composte, ovvero stati legati
di quark e gluoni. Esistono dei primi tentativi nel cercare di derivare il potenziale che descrive
l’interazione nucleone-nucleone dalla dinamica dei quark, ma che non hanno ancora raggiunto un
livello di precisione ed accuratezza tali da poter essere considerati definitivi [11]. Tale dinamica,
e non solo, viene studiata dalla cromodinamica quantistica (QCD), una teoria che è non pertur-
bativa per la scala di basse energie tipiche della struttura nucleare, ma che corrisponde ad una
fisica ad ordini di energia e momento molto più grandi rispetto a quella di nostro interesse.
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1.1.3 Lo stato dell’arte
Lo studio di sistemi nucleari richiede quindi l’introduzione di modelli matematici che possono
essere suddivisi principalmente in due categorie: macroscopici e microscopici.

All’interno della prima categoria rientra ad esempio il modello a goccia [22]. Si tratta di
un modello molto semplice ma di grande rilievo che, mediante pochi parametri empirici, è in
grado di spiegare l’andamento dell’energia di legame in funzione di A in formula semi-empirica
che prende il nome di equazione di Bethe-Weizsäcker.

Nella seconda categoria ricadono invece modelli tipicamente più complessi che, attraverso la
costruzione di un’Hamiltoniana, cercano di descrivere l’interazione nucleare e le proprietà dei
singoli nuclei. Il primo tra questi è il modello a shell non interagente [35], la cui idea fondamentale
è che i nucleoni all’interno del nucleo possano essere considerati come particelle indipendenti che
si muovono su orbite di singola particella e che è usato come base per teorie a molti corpi più
elaborate [32]. Questo porta a ipotizzare che ogni nucleone risenta di un potenziale che sia la
media delle interazioni con tutti gli altri. Vi è un’evidenza sperimentale a supporto dell’esistenza
di shell nucleari: sono stati osservati nuclei che presentano un’energia di legame relativamente
alta. Questo avviene per particolari valori di N e Z che prendono il nome di numeri magici
(2, 8, 20, 28, 50, 82, 126) ed è interessante osservare che l’approssimazione di geometria sferica,
adottata in sezione 1.1.1 per la descrizione del raggio nucleare, è una caratteristica peculiare
proprio di quei nuclei che presentano tali numeri. In questo modello si usa un potenziale a un
corpo che descrive, in buona approssimazione, gli effetti della mutua interazione tra i nucleoni.
L’interazione NN rientra in modo indiretto nel calcolo dal momento che dà origine al potenziale
medio.
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Figura 1.3: Rappresentazione dei livelli energetici del modello nucleare a shell.

Nel quadro dei modelli microscopici, il problema rimane quello di riuscire a determinare
un potenziale medio a partire da un’interazione a due corpi. In questo senso trova un ruolo lo
sviluppo di metodi auto-consistenti [4] nei quali il campo medio, ad esempio, viene determinato
in maniera iterativa attraverso la risoluzione delle equazioni di Hartree-Fock. Uno dei principali
ostacoli dell’applicazione diretta di tale metodo al caso nucleare con l’interazione NN nel vuoto è
che, a causa della componente repulsiva a brave range del potenziale, si ottiene un contributo
di energia infinito. Il successo di questi metodi deriva invece dall’introduzione di interazioni
fenomenologiche come le forze di Gogny [8], di natura gaussiana, e le forze a range nullo e a tre
corpi di Skyrme [43], le quali contengono termini proporzionali a delle δ di Dirac.
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Un approccio diverso è quello dato dai metodi ab initio, il cui scopo principale è quello di
risolvere l’equazione di Schrödinger per un sistema di particelle interagenti a partire da un’in-
terazione di base nel vuoto tra i costituenti di un sistema [23, 17]. Si tratta di un obiettivo
molto difficile da raggiungere e richiede metodi sia teorici che computazionali avanzati. Da un
lato, la soluzione numerica diretta dell’equazione di Schrödinger non è possibile e sono richieste
particolari tecniche e approssimazioni; dall’altro, gli studi della teoria nucleare sono resi ancora
più difficili dalla struttura complicata dalla semplice interazione nucleare nel vuoto, proprio per
il fatto che le forze nucleari non sono ancora state comprese nella loro interezza.
I primi metodi ab initio riscossero un successo limitato, mentre modelli fenomenologici, come
appunto il modello a shell, portarono a grandi scoperte nella comprensione dei sistemi nucleari
[35]. Questi metodi iniziano prendere piede proprio con l’introduzione di nuovi e sofisticati metodi
a molti corpi, insieme alla crescita della potenzia computazionale.
All’interno di questi metodi non vengono fatte assunzioni di campo medio ma si parte dalla
costruzione di un’Hamoltoniana realistica che contenga termini di potenziali a due o tre corpi,
vincolata nel riprodurre accuratamente le osservabili di sistemi a pochi corpi, come i dati di
scattering nucleone-nucleone o le energie di legame dei nuclei di deuterio e trizio [48, 30]. Poi,
l’equazione di Schrödinger per molti nucleoni è risolta numericamente con un appropriato metodo
a molti corpi. Nel corso degli anni sono state sviluppate diverse tecniche: esempi ne sono
Quantum Monte Carlo (QMC) [15, 29, 6], funzioni di Green autoconsistenti (SCGF) [3, 39],
Coupled-cluster [16], Brückner-Hartree-Fock (BHF) [42], Fermi hypernetted chain/single-operator
chain [36], teoria perturbativa a molti corpi (MBPT) [44, 9], come anche metodi utilizzabili solo
per sistemi a pochi corpi, ad esempio il metodo delle armoniche ipersferiche [23].
Sebbene il problema di determinare l’interazione nucleare sia ancora aperto, esistono modelli
realistici di forze a due e tre nucleoni. Insieme alle interazioni fenomenologiche [29, 48], in un certo
modo ispirate da teorie di scambio di mesoni, hanno riscosso molto interesse anche i potenziali
chirali [30, 11], che sono basati sulla descrizione a basse energie della Cromodinamica Quantistica
(QCD) in termini di nucleoni e pioni, chiamata teoria chirale di campo efficacie (EFT).
La teoria ab initio ha trovato larghe applicazioni nello studio di nuclei finiti [6], materia infinita
[15, 39], stelle di neutroni [14, 26] e tassi di decadimento beta.
Le principali limitazioni sono legate al costo computazionale che ancora preclude lo studio
di nuclei pesanti, come anche all’ancora non conclusa ricerca di un’interazione microscopica
universalmente valida. Infatti, esistono diversi potenziali realistici, ma una singola interazione
che, quando utilizzata in calcoli a molti corpi, permetta di descrivere sia nuclei finiti che la
materia infinita non è ancora stata trovata [41]. Vi è anche il problema della dipendenza delle
forze dai parametri legati alla regolarizzazione dei termini divergenti.

Per ultimo, un metodo microscopico che permette lo studio di sistemi fisici, senza la richiesta
di specifici parametri di input adattati al caso specifico d’esame, è quello che prende il nome di
teoria del funzionale densità, o DFT (Cap. 2). La teoria è basata sul fatto che il ground state di
un sistema a molti corpi è caratterizzato completamente, sotto ipotesi piuttosto generali, dalla
densità di singola particella. Il fatto che utilizzi una relazione biunivoca, garantita dai teoremi di
Hohenberg e Kohn, tra potenziale e densità le permette di avere un carattere universale che non
è presente in Hartree-Fock. Questo garantisce che è possibile determinare tutte le osservabili
di bulk: la densità permette infatti di determinare la forma del sistema, i valori attesi degli
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operatori a un corpo (quadrupolo elettrico, dipolo magnetico) e l’energia totale. Il vantaggio
principale è che può essere applicata a molti nuclei ed essendo presente un legame con la materia
infinita e quindi con la fisica di oggetti compatti può essere utilizzata anche per lo studio delle
stelle di neutroni.

Lo scopo di questo lavoro è quello di indagare una strada molto innovativa che prevede di
utilizzare degli input da modelli ab initio, nello specifico partendo da densità provenienti da
metodi QMC con una determinata interazione, e costruire così un funzionale densità non empirico.
Nel capitolo seguente verrà approfondita la tecnica iterativa utilizzata attraverso la quale si cerca
di raggiungere questo obiettivo.
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Capitolo 2

Il problema diretto e inverso della DFT

2.1 La teoria del funzionale densità e le equazioni di Kohn-
Sham

2.1.1 Introduzione
Molti metodi efficaci per la risoluzione dell’equazione di Schrödinger sono stati sviluppati
per risolvere il problemi a molti corpi. In fisica, per esempio, si ha la teoria perturbativa
diagrammatica, basata sui diagrammi di Feynman e le funzioni di Green, o in chimica si ha
il metodo di interazione di configurazioni (CI) [38], che sono basati su espansioni sistematiche
del determinante di Slater. Il problema di questi metodi è l’enorme potenza computazionale
che possono arrivare a richiedere: è semplicemente impossibile applicarli a sistemi grandi e
complessi. Nessuno, difatti, ha mai calcolato la struttura elettronica di un vero semiconduttore
mediante esclusivamente funzioni di Green [5]. È possibile fare una stima della complessità
computazionale immaginando la rappresentazione dello stato Ψ su di una griglia in cui ogni
coordinata è discretizzata in 20 punti. Per N elettroni, Ψ diventa una funzione di 3N coordinate
e, dunque, sono richiesti 203N per descrivere Ψ su tale griglia. La densità è una funzione di tre
coordinate e richiede 203 valori sulla stessa griglia. Per N=10 elettroni, la funzione d’onda a molti
corpi richiede quindi ∼ 1035 volte più spazio di archiviazione della densità. Chiaramente, scelte
intelligenti di simmetria possono semplificare il problema, ma la funzione d’onda a molti corpi
completa rimane comunque inaccessibile per sistemi reali con più di pochi elettroni. In questo
senso, la DFT (Density Functional Theory)che nasce a metà degli anni ’60 del secolo scorso con i
due teoremi di Hohenberg e Kohn fornisce una valida alternativa, magari meno accurata, ma
molto più versatile. La DFT riconosce esplicitamente che sistemi Coulombiani non-relativistici
differiscono tra di loro solo per il potenziale esterno V (r), ed apre una via verso la trattazione
degli operatori universali T̂ e Û in maniera definitiva.
Si tratta di una teoria quantistica che studia la struttura elettronica di un sistema a molti corpi,ma
può essere applicata a sistemi costituiti da particelle fermioniche, come, ad esempio, il nucleo.
L’idea alla base di tale teoria è quella di calcolare l’energia del sistema come funzionale della
densità delle particelle, che risulta essere dipendente solo da tre incognite. Tale semplificazione
permette di avere l’informazione in una sola funzione di tre variabili spaziali, invece che utilizzare
una funzione d’onda di N particelle.
Si enunciano ora i due teoremi alla base della DFT facendo riferimento all’articolo [18].
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2.1.2 I teoremi di Hohenberg e Kohn
Consideriamo un sistema quantistico a molti fermioni interagenti, soggetti a un potenziale esterno,
governato dalla seguente Hamiltoniana

Ĥ =
N

∑
i=1
−
h̵2

2m∇2
i +

1
2

N

∑
i≠j=1

V (ri,j) +
N

∑
i=1
Vext(ri) = T̂ + Ŵ + V̂ (2.1)

dove T è l’energia cinetica del sistema, W è un potenziale a due corpi e Vext un possibile
potenziale esterno.
Definiamo la densità dello stato fondamentale come

n(r) = N ∫ Ψ∗(r, r2, ....rN)Ψ(r, r2, ....rN)dr2....drN (2.2)

Dall’equazione di Schrödinger è immediato notare che la densità dipende dal potenziale
esterno cioè è un funzionale di Vext.
Il primo teorema di Hohenberg e Kohn afferma che la relazione che intercorre tra il potenziale
esterno e la densità dello stato fondamentale è di tipo biunivoco, inoltre è sempre possibile esprime
in modo biunivoco la funzione d’onda dello stato fondamentale del sistema come funzionale della
densità: ∣Ψ⟩ = ∣Ψ[n(r)]⟩ .
Il secondo teorema segue direttamente dal primo e permette di stabilire il carattere variazionale
del funzionale energia.
Essendo ∣Ψ⟩ un funzionale della densità allora anche ogni altra grandezza fisica osservabile, come
ad esempio l’energia totale, lo sarà. Definiamo

F [n] ∶≡ ⟨Ψ[n]∣T +W ∣Ψ[n]⟩ (2.3)
chiamato funzionale universale poiché dipende dalle particelle che costituiscono il sistema e

non dal potenziale esterno. Possiamo esprimere il funzionale energia nel seguente modo

E[n] = F [n] + ∫ Vext(r)n(r)dr (2.4)

Si dimostra che l’energia dello stato, una volta mostrata la relazione biunivoca tra Ψ ed n,
fondamentale può essere determinata dal principio variazionale minimizzando il funzionale E[n]

E0 =min{n∈V}{EVext[n]} (2.5)
dove le n sono tutte le funzioni, il cui insieme di appartenenza chiamiamo V, che corrispondono

alla densità dello stato fondamentale in un qualche potenziale Vext.

2.1.3 Equazioni di Kohn - Sham
I due teoremi di Hohenberg e Kohn, seppur ben posti, non permettono di calcolare n(r) dello
stato fondamentale né forniscono la forma funzionale di F [n].
Kohn e Sham, nel 1965 [21], sviluppano un metodo per risolvere il problema: introducono un
sistema equivalente costituito da N particelle non interagenti, sottoposte a un potenziale esterno,
la cui densità coincide con quella del problema iniziale. Per il sistema equivalente possiamo
scrivere esplicitamente l’energia cinetica
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T ′ = −
N

∑
i=1

h̵2

2m ∫ Ψ∗
i (r)∇2Ψi(r)dr (2.6)

dove Ψi(r) sono gli orbitali di Kohn Sham: funzioni d’onda di particella singola del sistema
non interagente. È quindi possibile esprime la densità come

n(r) = ∑
i

∣Ψi(r)∣2 (2.7)

Si ha quindi

F [n] = T ′[n] +Eint[n] (2.8)
dove

Eint[n] = EH[n] +Exc[n] (2.9)
EH è il termine diretto di Hartree legato alla repulsione Coulombiana mentre Exc è termine

di scambio e correlazione relativo all’interazione residua. Si ottiene quindi

E[n] = T ′[n] + Vext +EH[n] +Exc[n] (2.10)
Risulta così che l’energia è somma di termini termini dipendenti dal funzionale densità e

poiché, dall’equazione (2.5), l’energia dello stato fondamentale ne è il minimo, deve esserne nulla
la derivata funzionale

δE = 0 (2.11)
Si tratta di un minimo vincolato dalle condizioni di normalizzazione e ortonormalità delle

autofunzioni

∫ δn(r)dr = 0 (2.12)

δ (E −∑
i

εi∫ Ψ∗
i (r)Ψi(r)dr) = 0 (2.13)

Sfruttando le identità

δn
δΨ∗

i

= Ψi
δ

δΨi∗
=
δn
δΨ∗

i

δ

δn = Ψi
δ

δn (2.14)

ed eseguendo la variazione di (2.11) rispetto a Ψ∗
i (r) si ha

δ

δΨ∗
i

[∑
i

−
h̵2

2m ∫ Ψ∗
i (r)∇2Ψi(r)dr +Eint + ∫ Vext(r)n(r)dr −∑

i

εi∫ Ψ∗
i (r)Ψi(r)dr] = 0 (2.15)

si ottengono le equazioni autoconsistenti di Kohn Sham

[−
h̵2

2m∇2 +
δEint[n]

δn + Vext(r)]Ψi(r) = εiΨi(r) (2.16)
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Definendo

δExc[n]

δn + Vext(r) = Vks(r) (2.17)

le equazioni (2.16) diventano

[−
h̵2

2m∇2 + Vks(r)]Ψi(r) = εiΨi(r) (2.18)

È quindi chiaro che Vks(r) risulta essere il potenziale efficace del sistema.
La teoria qui esposta fa riferimento al caso elettronico ed è bene precisare che sussistono delle
differenze con il caso nucleare di nostro interesse: il sistema nucleare è caratterizzato al suo
interno da un’interazione forte che fa sì che sia auto-legato, non presenta quindi un potenziale
esterno. Un’altra differenza è data dalla diversa tipologia di nucleoni e di conseguenza sulla
densità, che porterà ad avere potenziali efficaci distinti nei due casi.
Facendo riferimento a quanto spiegato in sezione 1.1.2 risulta chiaro che il potenziale ha dipendenze
ben più complesse dalla sola densità; questo è valido anche per i sistemi elettronici: se, ad esempio,
si vogliono descrivere i fenomeni magnetici è necessario comprendere anche un termine sulla
densità di spin.

2.1.4 Formulazione di Levy-Lieb
Si è mostrato che l’energia dello stato fondamentale si ottiene dalla condizione (2.5) in cui
le funzioni n(r) appartengono all’insieme N delle funzioni n-rappresentabili, costituito dalle
funzioni che sono densità dello stato fondamentale, eventualmente degenere, di una opportuna
Hamiltoniana. Tuttavia, non è assicurato che ognuna delle funzioni n(r) sufficiente regolare, non
negativa e normalizzata (cioè il cui integrale dia il numero totale di particelle) appartenga a tale
insieme, rendendo il problema della rappresentabilità di una certa rilevanza. Di fatto, se una
certa densità, per esempio ottenuta tramite calcolo numerico, minimizza il funzionale energia,
ma non appartiene al suo dominio di definizione, è da rigettare.
Si ha dunque l’esigenza di estendere il funzionale di Hohenberg e Kohn ad un dominio più ampio
e del quale si conosca la caratterizzazione. Un’opzione è la proposta di Levy e Lieb [24, 25], in cui
la densità appartiene all’insieme N delle funzioni n-rappresentabili costituito dalle funzioni non
negative che possono essere rappresentate come densità corrispondenti a una qualche funziona
d’onda antisimmetrica Ψ(x1, ..., xN) di un sistema di N particelle.
Si può dimostrare che tale insieme comprende tutte le funzioni non negative, integrabili e
"sufficientemente regolari"

N = {n(r) ∶ n(r) ≥,∫ n(r)dr = N,∫ ∣∇
√
n(r)∣

2
dr < +∞} (2.19)

Introduciamo il funzionale di Levy-Lieb FLL[n] come

FLL[n] = lim inf Ψ→ n ⟨Ψ∣ T̂ + Ŵ ∣Ψ⟩ (2.20)
e definito sull’insieme delle funzioni N -rappresentabili. La notazione Ψ ← n indica che la

ricerca dell’estremo inferiore è estesa a tutte le funzioni d’onda, normalizzate e completamente
antisimmetriche di N particelle, tali da riprodurre la densità n(r).
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Se la densità appartiene all’insieme delle funzioni per cui vale (2.5), il primo teorema di Hohenberg
e Kohn garantisce che vi sia una corrispondenza biunivoca tra n(r) e Ψ. Dunque

FLL[n] = ⟨Ψ[n]∣ T̂ + Ŵ ∣Ψ[n]⟩ = F [n] (2.21)
Risulta così verificato che il funzionale di Levy-Lieb coincide con quello di Hohenberg e

Kohn sull’insieme V ⊂ N . L’impostazione di Levy-Lieb è una corretta generalizzazione di quella
originaria di Hohenberg e Kohn.

2.2 Problema inverso

2.2.1 Introduzione
Il problema diretto della DFT permette, una volta noto il funzionale di energia, di ricavare la
densità dello stato fondamentale di un sistema di N particelle interagenti. Il successo di questa
teoria si deve alla disponibilità di funzionali approssimati di scambio e correlazione utilizzati
come input [45]. È possibile invertire tale processo dando in ingresso una densità e ricavando
il potenziale: i teoremi di Hohenberg e Kohn garantiscono la corrispondenza biunivoca tra la
densità dello stato fondamentale e il potenziale esterno. Il potenziale così ricavato è definito a
meno di una costante, infatti, nello sviluppo della DFT di Kohn-Sham, gli orbitali e gli autovalori
sono quantità ausiliari che non hanno un vero senso fisico, ad eccezione dell’energia dell’ultimo
orbitale occupato che risulta essere pari all’energia di ionizzazione per un sistema elettronico o
all’energia di separazione nel caso nucleare [34]. Questo permette di fissare il valore assoluto del
potenziale di Kohn-Sham.
Nell’ambito della fisica nucleare la possibilità di determinare l’esatto potenziale vks risulta
promettente poiché costituisce un metodo diverso di derivazione del potenziale efficace rispetto
alle strategie comunemente utilizzate basate su procedure complesse di fit dei dati sperimentali.

2.2.2 I problemi inversi
Dal punto di vista matematico, ci si può chiedere se il problema inverso di Kohn-Sham sia ben
posto. In accordo con Hadamard [40], il problema è ben posto se

• esiste una soluzione del problema

• tale soluzione è unica

• la soluzione dipende con continuità dai dati del problema

e se una sola di queste proprietà è violata il problema risulta essere mal posto. La maggioranza
dei problemi diretti risulta essere ben posta mentre ciò non è sempre vero per i problemi inversi.
Per esempio, consideriamo il caso di una particella di massa unitaria che si muove di moto
rettilineo causato da una forza q(t) che dipende dal tempo. Ipotizziamo che tale particella abbia
una traiettoria definita dalla coordinata u e che si trovi nell’origine del sistema di riferimento,
u = 0 con velocità nulla al tempo t = 0. In base alle leggi di Newton, il moto della particella è
descritto da u(t) che soddisfa il problema di Cauchy
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⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

d2u(t)
dt2 = q(t) t ∈ [0, T ]

u(0) = 0, du(t)
dt = 0

(2.22)

dove T è un istante generico di tempo successivo a t = 0.
Supponiamo ora che la forza q(t) non sia nota ma che la coordinata u(t) possa essere misurata
ogni istante o in qualche punto dell’intervallo temporale: viene così formulato il problema inverso.
Si può dimostrare che tale problema è mal posto: se infatti prendiamo u(t), soluzione del
problema diretto per una qualche q(t), e aggiungiamo una perturbazione

un(t) = u(t) +
1
n
cos(nt) (2.23)

che corrisponde a
qn(t) = q(t) − ncos(nt) (2.24)

otteniamo che limn→∞ ∣∣u − un∣∣ tende a zero mentre limn→∞ ∣∣q − qn∣∣ tende a ∞.
Non c’è prova che il problema inverso di Kohn-Sham sia ben posto, tranne che per sistemi
discretizzati, ma questo non implica che sia necessariamente mal posto [19]. Spesso, però, errori
e informazioni mancanti nella densità in input, come quelli a cui sono soggette densità derivanti
da esperimenti, possono portare a delle violazioni delle condizioni di Hadamard. In tal caso, è
necessario prendere particolari precauzioni nella costruzione dei metodi di inversione affinché
convergano ad una reale soluzione del problema.
La maggioranza delle tecniche utilizzate per affrontare i problemi inversi fa uso di metodi di
regolarizzazione che permettono di risolvere anche quelli mal posti: l’idea alla base di questi
metodi è quella di sostituire il problema iniziale con uno approssimato, a patto che presenti solo
piccoli cambiamenti rispetto a quello originario, e che ammetta un’unica soluzione [19].

2.2.3 Inversione delle equazioni di Kohn-Sham e metodo CV
È possibile riassumere il metodo Kohn-Sham, con le equazioni viste in precedenza

[−
h̵2

2m∇2 + Vks(r)] ,Ψi(r) = εiΨi(r) (2.25)

Vks(r) = Vext(r; [n]) + VH(r; [n]) (2.26)

n(r) =
N

∑
i

∣Ψi(r)∣2 (2.27)

Il problema diretto e quello inverso hanno in comune lo stesso sistema di equazioni ma diverse
incognite, di conseguenza hanno un diverso metodo di risoluzione: se nel primo caso le incognite
sono date dalle autofunzioni, dagli autovalori e dalla densità avendo noto il potenziale Vks, nel
secondo caso la densità risulta essere data e il potenziale una nuova incognita.
Delineiamo ora la strategia di risoluzione utilizzata all’interno di questo lavoro, che si fonda sul
metodo constrained-variational CV, basata sulla formulazione di Levy-Lieb della DFT, descritta
in 2.1.4.
La quantità da minimizzare nel metodo CV è il valore di aspettazione dell’energia cinetica del
sistema non interagente. Il funzionale prende il nome di funzione obiettivo del problema
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Ts[{φ}] =
Norb

∑
i=1

di∫ φ∗i (r) (−
h̵2

2m∇2)φi(r)dr (2.28)

Tale quantità viene minimizzata imponendo due vincoli

1 ortonormalità degli orbitali

Gi,j[{φi}] = ∫ φ∗i (r)φi(r)dr = δi,j (2.29)

2 densità del sistema interagente uguale a quella del sistema non interagente

n(r) =
Norb

∑
i

di∣φi(r)∣2 = ñ(r) (2.30)

dove φi(r) sono gli orbitali di singola particella e di indica il numero di occupazione dell’i-esimo
orbitale. Se si considerano, ad esempio, sistemi con solo shell chiuse allora di = 2ji + 1 nella base
accoppiata ∣n, l, j⟩.
Introduciamo i moltiplicatori di Lagrange associati ai vincoli, in particolare sia εi,j quello associato
al vincolo in (2.29) e U(r) quello relativo al vincolo di (2.30) e definiamo nel modo seguente il
funzionale costo J

J[{φi}, U(r),{εi,j}] = Ts[{φi}] + ∫ U(r)n(r) −
Norb

∑
i=1
∑
j≤i

diφ
∗
i (r)φj(r)dr (2.31)

In questo modo è possibile passare da una minimizzazione vincolata di Ts[{φ}] ad una
minimizzazione libera del funzionale costo che include i moltiplicatori di Lagrange.
Il problema risulta dunque definito dalle seguenti equazioni

δJ[{φi}], U(r),{εi,j} = 0 (2.32)
Risolvere il problema consiste quindi nel determinare le funzioni d’onda φi(r) e i moltiplicatori

U(r), {εi,j} che soddisfano l’equazione (2.32). Osserviamo però che l’ottimizzazione del funzionale
costo può condurre ad una forma non diagonale dell’equazione di Kohn-Sham in quanto le φi(r)
non sono le funzioni d’onda dell’equazione KS e εi,j non corrispondono agli autovalori. Nonostante
ciò, il set di autofunzioni φi(r) e la matrice εi,j sono legati agli orbitali e alla matrice degli
autovalori KS da una trasformazione unitaria. Allo stesso tempo l’equazione (2.31) ci dice che il
moltiplicatore di Lagrange U(r) è il potenziale di Kohn-Sham, definito a meno di una costante.
In questo senso è possibile vedere come il metodo CV risulta essere una formulazione diretta del
problema inverso di Kohn-Sham.
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Capitolo 3

Implementazione del metodo CV

Nel capitolo precedente abbiamo esposto in forma generale il metodo constrained variational.
Spieghiamo ora come questo debba essere sviluppato, al fine di poterlo applicare a sistemi di
interesse fisico, e implementato in un programma numerico. Si tenga presente che tale metodo è
già stato applicato a sistemi elettronici [2].
Le equazioni (2.32) risultano essere molto complesse in quanto coinvolgono un numero considere-
vole di funzioni d’onda, ognuna dipendente da tre variabili spaziali. Si è quindi deciso di limitarsi
a studiare i sistemi con simmetria sferica: in questo modo è possibile ricondurre il problema
tridimensionale ad uno nella sola variabile radiale r semplificando così la realizzazione pratica
dell’algoritmo a discapito, però, del campo di applicabilità del metodo che rimane ristretto, nel-
l’ambito della fisica nucleare, a sistemi non deformati nel riferimento intrinseco ed, in particolare,
a sistemi con shell chiuse.
Ricaviamo ora la forma esplicita delle equazioni del metodo CV in simmetria sferica.

3.1 Metodo CV per sistemi con simmetria sferica
La prima quantità su cui porre attenzione è la densità: sotto l’ipotesi di simmetria sferica,
assumendo quindi che tutte le shell siano complete, risulta essere

n(r) = ∑
α,σ

∣ϕα(r, σ)∣2 (3.1)

dove le funzioni d’onda, scritte nella base accoppiata α = (nlsjmj), sono

ϕα(r, θ, φ, σ) =
unlj(r)

r
Ylsjmj

(θ, φ, σ) (3.2)

unl(r) sono le funzioni radiali ridotte ed, essendo l’Hamiltoniana non dipendente esplicitamente
dal tempo, reali mentre il termine Ylsjmj

(θ, φ, σ) condensa la dipendenza dalle variabili angolari,
contenute nelle armoniche sferiche, e dallo spin

Ylsjmj
(θ, φ, σ) = ∑

mlms

⟨lsmlms∣lsjmj⟩χsms(σ) (3.3)

La densità dipende soltanto dalla componente radiale della funzione d’onda

n(r) = ∑
nlj

∣unlj(r)∣2

r2
2j + 1

4π (3.4)
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La seconda quantità d’interesse è il funzionale dell’energia cinetica Ts che ha una dipendenza
dall’operatore Laplaciano. In coordinate sferiche questo diventa

∇2 =
1
r

∂2

∂r2 r +
Λ2

r2 (3.5)

dove Λ2, operatore di Legendre, dipende solamente dalle variabili angolari e nel caso
tridimensionale risulta avere la seguente forma

Λ2 =
1

sin(θ)

∂

∂θ
(sin(θ)

∂

∂θ
) +

∂2

∂φ2 (3.6)

Si può dimostrare che Λ2 è proporzionale a L2, in particolare L2 = −h̵2Λ2. Le armoniche
sferiche però sono autofunzioni del quadrato del momento angolare con autovalori h̵2l(l + 1) da
cui

Λ2Ylm(θ, φ) = −l(l + 1)Ylm(θ, φ) (3.7)
È possibile quindi procedere al calcolo dell’espressione del funzionale energia cinetica in

simmetria sferica

∇2φ(r, σ) = [
∂2u(r)

∂r2 −
l(l + 1)
r2 u(r)]

Y (θ, φ, σ)

r
(3.8)

Sapendo che l’elemento di volume in coordinate sferiche dr è pari a r2drdΩ abbiamo

∑
σ
∫ φ∗i (r, σ)∇2φi(r, σ)dr = ∑

σ
∫ ∣Y (θ, φ, σ)∣2dΩ∫

∞

0
(
u ∗ (r)

r
)

1
r
[
∂2u(r)

∂r2 −
l(l + 1)
r2 u(r)] r2dr

(3.9)
L’integrale si riduce a un integrale unidimensionale poiché le armoniche sferiche sono

normalizzate

∑
σ
∫ φ∗i (r, σ)∇2φi(r, σ)dr = ∫

∞

0
u∗(r) [

∂2u(r)

∂r2 −
l(l + 1)
r2 u(r)]dr (3.10)

Il funzionale energia cinetica in simmetria sferica risulta quindi

Ts[{uj}] =
h̵2

2m
Norb

∑
j=1
∫

∞

0
[∣u

′

j(r)∣
2 l(l + 1)

r2 ∣uj(r)∣
2] (3.11)

Consideriamo ora l’equazione del vincolo (2.30), il passaggio alle coordinate sferiche è reso
più chiaro riscrivendo l’equazione in forma integrale

Gd [{φj} ;U(r)] = ∫ U(r) [n(r) − ñ(r)]dr = 0 (3.12)

Con passaggi analoghi a quelli precedenti l’equazione diventa

Gd [{φj} ;U(r)] = ∫
∞

0
U(r) [(

Norb

∑
j=1

dju
2
j(r)) − 4πr2ñ(r)]dr (3.13)

Per il vincolo sull’ortonormalità, equazione (2.29), si ha
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(∑
σ
∫ Y ∗

i (θ, φ, σ)Yj(θ, φ, σ)dΩ)(∫

∞

0
ui(r)uj(r)dr) = δij (3.14)

Per le proprietà delle armoniche sferiche l’integrale sulle variabili angolari è pari a δliljδjijj .
Se li ≠ lj o ji ≠ jj il vincolo è automaticamente soddisfatto, in caso contrario è necessario imporre
il vincolo di ortonormalità sulle funzioni d’onda radiali ridotte

Gij [{ui}] = ∫
∞

0
ui(r)uj(r)dr = δij con i = 1....Norb, j ≤ i (3.15)

3.1.1 Riscalamento
Gli autori di [20] osservano che l’utilizzo delle differenze finite, per approssimare gli operatori
di derivazione (Par. 3.2), non risultano essere molto accurate nelle regioni in cui le funzioni
d’onda decadono esponenzialmente portando ad errori considerevoli. Per ovviare al problema
viene suggerito di utilizzare degli orbitali riscalati {fj(r)} definiti come fj(r) = φj(r)

√
ñ(r)

.
Notando che ñ(r) ∼ ∣φ(r)∣2 le funzioni {fj} risultando essere dell’ordine di grandezza dell’unità:
questo permette di evitare errori numerici che possono insorgere quando si combinano numeri
con ordini di grandezza molto differenti.
Applicando il problema a sistemi a simmetria sferica, gli autori del lavoro [31] utilizzano una
formula concettualmente uguale ma leggermente diversa

uj(r) =
√

4πñrfj(r) (3.16)

3.1.2 Regolarizzazione
Come discusso in precedenza i problemi inversi hanno bisogno di metodi di regolarizzazione per
poter essere risolti correttamente. Gli autori di [20] suggeriscono di regolarizzare il funzionale
energia cinetica imponendo un vincolo sulla norma delle derivate funzioni fj(r). In questo modo,
nella ricerca delle soluzioni del problema di minimizzazione, vengono penalizzate le funzioni che
presentano rapide variazioni.
Vengono così introdotti il funzionale penalità R[{fj} ;α] e il parametro di penalità α > 0

R({fj} ;α) = α
Norb

∑
j=1

dj ∫ ∣ḟj(r)∣
2dr = −α

Norb

∑
j=1
∫ fj(r)f̈j(r)dr (3.17)

L’oggetto della minimizzazione non sarà più il funzionale energia cinetica Ts, ma il funzionale
regolarizzato O

O[{fj} ;α] = Ts[{fj}] +R[{fj} ;α] (3.18)

3.1.3 Riscrittura del problema
Risulta quindi opportuno riscrivere il problema in funzione delle nuove variabili.
La relazione

n(r) = ñ(r)
Norb

∑
j=1

djf
2
j (r) (3.19)

25



permette di riscrivere il vincolo sulla densità in una forma particolarmente semplice:

gd({fj}) =
Norb

∑
j=1

djf
2
j (r) = 1 (3.20)

Per i vincoli di ortonormalità si ha

Gij[{fi}] = ∫
infty

0
4πñ(r)r2fi(r)fj(r)dr = 1 se li = lj, ji = jj; i = 1...Norb, j ≤ i (3.21)

Il calcolo del funzionale obiettivo risulta essere più laborioso, si riporta qui il risultato e si
rimanda all’Appendice A per i dettagli

O[{fj}] = ∑
j

dj ∫ dr{(−
h̵2

2m4π)[C0(r, j)f
2
j (r)+C1(r)fj(r)ḟj(r)+C2(r)fj(r)f̈j(r)]−αfj(r)f̈j(r)}

(3.22)
dove

C2(r) = A
2(r) = r2ñ(r)

C1(r) =
d

dr
C2(r) = r

2ñ
′

(r) + 2rñ(r)

C0(r, j) = −lj(lj + 1)ñ(r) + rñ′(r) + r
2

2 ñ
′′

(r) −
r2

4
[ñ

′

(r)]2

ñ(r)

(3.23)

Tutte le equazioni viste in questo paragrafo sono quelle fondamentali per il metodo CV
applicato a sistemi a simmetria sferica.

3.2 Implementazione numerica
Con le equazioni scritte nel precedente paragrafo è possibile implementare il metodo CV in un
programma.
La minimizzazione vincolata di O[{fj(r)}] viene effettuata facendo uso di una libreria specializ-
zata, IPOPT (Interior Point OPTimizer),[20], tramite la quale è possibile determinare le funzioni
d’onda riscalate, {fj(r)} soluzioni del problema. Una volta determinate tali funzioni d’onda le
equazioni di Eulero-Lagrange vengono ricondotte ad un sistema algebrico lineare, nel quale le
incognite sono gli autovalori εjk e il potenziale di Kohn-Sham.

3.2.1 IPOPT
Dal punto di vista matematico il metodo CV risulta essere un problema non lineare di ottimiz-
zazione vincolata. Gli autori di [20] propongono di usare la libreria IPOPT, specializzata nel
risolvere problemi di minimizzazione di grandi dimensioni, per la soluzione del problema. Si
rimanda a [47], [46] per dettagli sull’algoritmo e sulla matematica.
Il problema viene definito tramite l’implementazione dell’espressione della funzione obiettivo e di
quella dei vincoli ma risultano necessari anche il gradiente della funzione obiettivo, lo Jacobiano
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dei vincoli e l’Hessiana (4.3) del problema completo: l’algoritmo richiede che venga specificata la
struttura delle matrici di queste ultime. Viene inoltre richiesto di fornire il punto di partenza della
procedura di ottimizzazione che permette di scegliere la stima iniziale delle variabili del problema:
se viene scelto un punto sufficientemente vicino alla soluzione del problema l’algoritmo converge
rapidamente, al contrario è possibile non raggiungere la convergenza a un punto stazionario.
La scelta del punto di partenza risulta importante anche per un’altra ragione: una volta che
IPOPT individua il candidato minimo locale del problema non ha modo di determinare se ne
esistano altri. È quindi possibile che la soluzione risulti corretta dal punto di vista matematico
ma che non soddisfi alcuni criteri dal punto di vista fisico. Queste considerazioni si applicano
soprattutto a problemi dipendenti da un gran numero di variabili, tra i quali lo stesso metodo
CV.

3.2.2 Discretizzazione
Le equazioni scritte nel Paragrafo 3.1.3, espresse in forma di funzioni integrali, sono definite su
un insieme di funzioni {fj(r)}. Per poter essere implementate numericamente è necessario che
il dominio di definizione (un intervallo chiuso [a, b]) venga sostituito da un insieme discreto di
punti, ri definito nel seguente modo

ri = a + hi 0 ≤ i < Npoints (3.24)

dove h = (b−a)
Npoints

è il passo della griglia.
Le funzioni {fj(r)} sono quindi sostituite da vettori ognuno costituito da Npoints elementi. Da
qui utilizzeremo la notazione f ji = fj(ri), dove l’apice indica il numero di orbitale e il pedice la
posizione in cui viene valutata la funzione.
Notiamo che il funzionale obiettivo J dipende anche dalle derivate prime e seconde delle fj(r)
che devono essere quindi approssimate con opportune combinazioni, e la scelta degli elementi di
f ji . Viene utilizzato il metodo delle differenze finite al quarto ordine,la scelta di tale metodo è
data sia dall’accuratezza numerica che per la semplicità, nel quale le derivate sono espresse da

ḟ ji =
+2
∑
k=−2

wk
h
f ji+k f̈ ji

+2
∑
k=−2

vk
h2f

j
i+k (3.25)

Tale equazione risulta non valida ai bordi del dominio di definizione, cioè quando i assume
i valori estremi 0,1,N − 1,N − 2, è possibile ovviare al problema utilizzando la formula delle
differenze finite asimmetriche (si rimanda all’Appendice A).
Anche l’operatore integrale deve essere approssimato con una somma finita di termini. È stato
scelto di effettuare l’approssimazione tramite metodo di Simpson. Per una generica funzione F si
ha

∫

b

a
F (x)dx ≈

h

3 (F0 + 4F1 + 2F2 + .... + FM)0h3
M

∑
k=0
ckFk (3.26)

L’errore che si commette nell’approssimare l’integrale con la formula di Simpson è dell’ordine
di h5.
Tutto questo permette di esprimere il funzionale obiettivo e i vincoli come funzioni scalari di più
variabili indipendenti. Ricaviamo le espressioni di cui fa uso il programma

27



O({f ji }) =
Npoints

∑
i=0

ci
Norb

∑
j=1

dj[(−
h̵2

2m4π)(C0(r, j)(f
j
i )

2
+C1(i)f

j
i ḟ

j
i +C2(i)f

j
i f̈

j
i ) − αf

j
i f̈

j
i ] (3.27)

gd(i) =
Norb

∑
j=1

dj(f
j
i )

2
= 1 (3.28)

Gij({f
p
q }) =

Npoints

∑
p=0

cp4πr2
pñ(p)(f

1
p f

j
p) = δij j ≤ i (3.29)

3.2.3 Calcolo del potenziale
La soluzione di un problema di ottimizzazione vincolata fornita da IPOPT comprende i valori sia
delle variabili del problema, sia dei moltiplicatori di Lagrange associati ai vincoli. Nel metodo CV,
vengono restituiti i valori delle funzioni riscalate, dei moltiplicatori dei vincoli di ortonormalità e
dei moltiplicatori associati al vincolo di densità.
Nella definizione del problema all’interno di IPOPT viene perso il legame tra il potenziale vks(r)
e i moltiplicatori di Lagrange viene perso. Si è scelto di seguire un’altra strategia: il potenziale
viene ricavato sfruttando la conoscenza degli orbitali che risolvono il problema inverso delle
equazioni di Eulero-Lagrange. Facendo riferimento al paragrafo 3.1

L =
h̵2

2m
Norb

∑
j=1

dj(u̇j
2(r) +

lj(lj + 1
r2 u2

j(r)) +U(r)
Norb

∑
j=1

dju
2
j(r) −∑ j = 1Norb

j

∑
i=1
εijuj(r)ui(r) (3.30)

Le corrispondenti equazioni di Eulero-Lagrange sono

−
h̵2

2m2dk(ük(r) −
lk(lk + 1)

r2 uk(r)) + 2dkU(r)uk(r) =
Norb

∑
j=1

djεji(1 + δjk)uj(r) (3.31)

È possibile determinare le funzioni radiali direttamente dalle funzioni riscalate e il metodo
delle differenze finite permette di calcolare la matrice delle derivate seconde üji . Si ottengono
in questo modo Norb equazioni che costituiscono un sistema lineare nelle incognite εjk e vks(ri).
L’utilizzo di una libreria specializzata in algebra lineare, Eigen,consente di calcolare la soluzione
e quindi di dedurre il potenziale di Kohn-Sham in tutti i punti della griglia.
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Capitolo 4

Risultati

In questo capitolo riportiamo i risultati ottenuti applicando il problema inverso alle equazioni
di Kohn-Sham utilizzando il metodo di inversione constrained-variational (CV) descritto in
2.2.3. Tale metodo costituisce una soluzione al problema inverso della DFT che, a partire dalla
conoscenza della densità di un sistema nel suo stato fondamentale, permette di determinare il
potenziale efficace agente sulle particelle che lo costituiscono.
I nuclei analizzati sono nuclei magici tra cui, in particolare, alcuni doppiamente magici come 16O
o 40Ca; questo ha permesso di lavorare assumendo valida la condizione di simmetria sferica e la
condizione di poter trascurare gli effetti di pairing.
Le densità utilizzate derivano da due metodi ab initio diversi. Verranno prima discussi i risultati
relativi alle densità ricavate tramite metodo Quantum Monte Carlo (QMC) e successivamente
si discuteranno i risultati relativi alle densità relative al metodo delle funzioni di Green auto-
consistenti (SCGF). Infine verrà presentato un confronto tra i due metodi. Entrambi i metodi
sono basati su Hamiltoniane chirali non relativistiche ma con termini di interazione realistici
differenti e che verranno meglio specificati nelle sezioni 4.1 e 4.2
I risultati esposti sono stati ottenuti mantenendo un passo della griglia di 0.1 fm e il parametro
di penalità α = 0 come descritto in 3.1.2.
Per meglio comprendere le osservazioni che si faranno in seguito introduciamo brevemente dei
potenziali di riferimento. Nella figura 4.1 è mostrato il potenziale di Woods-Saxon relativo al
Calcio

VWS =
−V0

1 + e r−R
a

dove V0 = 52MeV, R = 4.3 fm, a = 0.662 fm

potenziale teorico associato al modello a shell introdotto in 1.1.3. Ha la caratteristica di essere
pressoché piatto nella regione interna (tra 0 − 2 fm), non presenta dei punti di minimo e ha una
diffusività standard nel raggiungere il suo massimo di 0 MeV. Nelle figure 4.2, 4.3 sono presentati
i grafici dei potenziali per i neutroni e per i protoni derivanti da densità Hartree-Fock utilizzando
un potenziale di Skyrme. L’andamento di questi due potenziali è molto differente rispetto a quello
precedente: Hartree-Fock presenta più oscillazioni legate all’auto-consistenza con un densità
le cui funzioni d’onda corrispondono a specifici orbitali e di conseguenza anche le osservabili
estratte dal metodo, tra cui la densità, lo saranno a loro volta. Questi potenziali permettono
di osservare importanti caratteristiche che verranno discusse in seguito nei nostri risultati: il
potenziale relativo a neutroni asintoticamente tende a zero, il potenziale dei neutroni prima di
andare a zero, si salda con continuità alla barriera Coulombiana ECB = Ze2/R. È possibile notare
inoltre come nella parte interna i potenziali presentino delle oscillazioni.
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Figura 4.1: Potenziale di Woods-Saxon del 40Ca.

Figura 4.2: Potenziale relativo al nucleo 40Ca per neutroni ottenuto con densità di tipo Hartree-
Fock SkX.
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Figura 4.3: Potenziale relativo al nucleo 40Ca per protoni ottenuto con densità di tipo Hartree-Fock
SkX.

4.1 QMC
Le densità presentate in questa sezione sono state ottenute attraverso il metodo Auxiliary Field
Diffusion Monte Carlo (AFDMC) [15] con un potenziale fenomenologico AV 4′ +UIXc, costituito
dall’interazione nucleone-nucleone di Argonne 4 (AV 4′) [27] più la parte centrale a tre nucleoni
del potenziale Urbana IX (UIXc) [28]. AFDMC appartiene ad una famiglia di metodi che è
basata sull’evoluzione di una funzione d’onda di prova a tempi immaginari per ricostruire lo stato
fondamentale del sistema.
Una caratteristica di queste densità è che, insieme alla loro costruzione, è possibile ottenere anche
il loro errore statistico in ogni punto dell’intervallo.

4.1.1 40Ca
Il calcio 40 è un nucleo doppiamente magico composto da 20 protoni e 20 neutroni e ha un raggio,
secondo la definizione in (1.4), pari a R = 4.3 fm.
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Neutroni

Figura 4.4: Densità neutronica del nucleo 40Ca. A sinistra, rappresentazione in scala lineare e, a
destra, in scala logaritmica.

Dalle figure 4.4 è possibile vedere come la densità in input sia, in un certo senso, rumorosa: se dal
grafico in scala lineare della densità è possibile osservare forti oscillazioni nei suoi punti iniziali,
dalla scala logaritmica si evince come questo comportamento sia presente anche sulla coda. Tale
comportamento nella densità viene "trasferito" anche al potenziale che risulta fortemente essere
discontinuo. Si può quindi dire che questa densità, così com’è, ha delle oscillazioni numeriche
inaccettabili per l’algoritmo e che la rendono inutilizzabile. A riprova di questa affermazione
viene riportato in figura 4.5 la porzione di potenziale da 0 a 5 fm ottenuto tramite il metodo di
inversione e che ne evidenzia inconcludenza e scarso significato fisico.
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Figura 4.5: Ingrandimento dell’andamento del potenziale per la densità neutronica del nucleo
40Ca per r ∈ [0; 5] fm.

Un primo tentativo di soluzione di questo problema può essere quello suggerito da [20]. Ovvero,
si è scelto di eseguire uno smooth del logaritmo della densità tramite cubic smoothing spline
[37]: una curva costituita da segmenti polinomiali di terzo grado che sono soggetti a particolari
condizioni specifiche o di continuità ai loro punti di unione. Nello nostro caso è stato fatto uso
dell’algoritmo presente all’interno dell’ambiente di calcolo MatLab che riceve in input, insieme
ai dati, un parametro di smooth, p ∈ [0; 1], che permette di regolarne l’intensità: per p = 1 non
viene eseguito nessun lisciamento della curva; per p = 0 l’algoritmo esegue il metodo dei minimi
quadrati. Per via empirica, si è trovato come miglior valore per il parametro p = 0.98. La scelta
di questo valore di p permette di eliminare il rumore sulla densità, rimanendo comunque vicini a
quella di partenza, come visibile dai risultati mostrati in figura 4.6.
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Figura 4.6: Densità neutronica del nucleo 40Ca ottenuta tramitecubic smoothing spline con
parametro di smooth p = 0.98 a confronto con la densità di partenza. A sinistra, si la ha densità
in scala lineare e, a destra, in scala logaritmica.

Mediante l’implementazione di questo metodo è stato possibile ottenere un potenziale liscio,
riportato in figura 4.7, ma che presenta delle problematicità dopo circa 6 fm. Tali oscillazioni
tendono poi a peggiorare a circa 8 fm, regione nella quale la densità, come è possibile notare
dalla figura 4.6 che riporta, sulla destra, l’andamento della densità in scala logaritmica, segue un
andamento diverso da quello previsto di quasi linearità. In tale regione, infatti, per un potenziale
a breve range ci si aspetterebbe che le code di funzione d’onda e densità abbiano un carattere di
tipo esponenziale decrescente.
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Figura 4.7: Andamento del potenziale per la densità neutronica del nucleo 40Ca ottenuta
interpolando la densità QMC mediante il metodo cubic smoothing spline.

Per ovviare a questo problema si è quindi scelto di eseguire un interpolazione pesata sui dati
utilizzando una somma di funzioni di Fermi a tre parametri. Il fit è stato eseguito tramite un tool
apposito presente in MatLab, Curve Fitting Toolbox (cftool), in cui, oltre a definire la funzione
interpolante, è possibile inserire il peso dei dati e scegliere il metodo con cui eseguire il fit: nella
presente discussione si è optato per il metodo Levenberg-Marquardt.
La forma funzionale del fit, con la scelta del peso pari a w = 1

σ2 , risulta essere

n(x) =
c0(1 + c1x2

c2
2
)

1 + exp (x−c3
c4

)
+

c5(1 + c6x2

c2
7
)

1 + exp (x−c8
c9

)
+
c10(1 + c11x2

c2
12

)

1 + exp (x−c13
c14

)
(4.1)

c0 = -0.2149 c1 = 0.9624 c2 = 0.2369 c3 = 3.669 c4 = 0.3415
c5 = 0.02624 c6 = -0.6874 c7 = 0.8276 c8 = 1.395 c9 = 0.3264
c10 = 0.32174 c11 = 0.5122 c12 = 0.2115 c13 = 3.669 c14 = 0.3416

Insieme ai parametri, è stato calcolato anche χ2 ridotto che risulta essere pari a 1.17, valutato
su 381 punti che corrispondono alla lunghezza dell’intero vettore dati densità. In figura 4.8 è
riportato l’esito di questa procedura ed è possibile osservare, particolarmente nel grafico in scala
logaritmica, come la coda della densità, a differenza del caso precedente, segua un andamento
apprezzabilmente lineare ed il potenziale ottenuto dell’inversione è riportato in figura 4.9.
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Figura 4.8: Confronto densità neutronica del nucleo 40Ca di partenza ed interpolata. A sinistra,
si la ha densità in scala lineare e, a destra, in scala logaritmica.

Figura 4.9: Andamento del potenziale per la densità neutronica del nucleo 40Ca ottenuta dal fit.

È doveroso ricordare che il potenziale ricavato è definito a meno di una costante arbitraria. Per
queste densità, si è sfruttata questa arbitrarietà per traslare il potenziale usando come costante
additiva la somma, cambiata di segno, dell’energia dell’ultimo orbitale occupato e dell’energia di
separazione sperimentale; in questo modo è stato possibile verificare che, dopo la traslazione,
l’energia dell’ultimo livello occupato coincidesse con l’energia di separazione. Questo permette di
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verificare il corretto andamento asintotico a grandi r del potenziale [34]. Affinché ciò accada è
necessario che la densità presenti un corretto decadimento asintotico dato da

e−kr dove k = 2
√

2mS
h̵2 (4.2)

dove k è la massa di protone o neutroni, assunte uguali in quanto si differenziano l’una
dall’altra dello 0.1%, ed S è la relativa energia di separazione.
In scala logaritmica, o meglio per il logaritmo della densità, questo corrisponde ad avere una
retta che presenta un coefficiente angolare proprio pari a k con unità di fm−1.
Dalla figura 4.9 è possibile notare come il potenziale non presenti il corretto andamento asinto-
tico. È stato quindi calcolato il coefficiente della retta ottenuta tramite fit, che risulta essere
kfit = −2.65171 fm−1, e confrontato con quello dato dall’energia di separazione neutronica spe-
rimentale (Sexpn 15.634 MeV), pari a kexp = −1.73603 fm−1. I due coefficienti presentano una
discrepanza del 52.7% e questo porta a pensare che la densità sia da ritenere attendibile solo
entro un certo intervallo.

Figura 4.10: Andamento della densità neutronica di 40Ca dal metodo QMC a confronto con il
suo errore puntuale percentuale.
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Figura 4.11: Andamento, in scala logaritmica, del peso per l’interpolazione rappresentato come
inverso dell’errore puntuale (blu), o del suo quadrato (rosso), della densità di partenza.

Guardando la figura 4.10 si nota infatti come l’errore relativo sia inferiore al 5% fino ad r = 6
fm per poi crescere e tale comportamento si riflette sul fit: questo effetto può essere attribuito al
fatto che con questa scelta dei pesi l’algoritmo darà grande importanza alla coda della densità. Al
fine di svincolare lievemente, ma mantenendo comunque una buona interpolazione della densità
di partenza, si è scelto di modificare il peso inserito nell’algoritmo come w = 1

σ . Sebbene la
precedente scelta del peso risulti più statisticamente corretta, in figura 4.11 è possibile confrontare
le due scelte: la prima scelta del peso (rosso) ha un escursione di oltre 10 ordini di grandezza e
dunque, la nuova scelta (blu), risulta essere meno vincolante nell’interpolazione della coda della
densità rispetto al centro. Si esegue quindi un nuovo fit con una nuova forma funzionale

ρ(x) =
c0(1 + c1x2

c2
)

1 + exp (x−c3
c4

)
+
c5(1 + c6x2

c7
) + c10(1 + c11x2

c12
)

1 + exp (x−c13
c14

)
(4.3)

c0 = 0.07704 c1 = 0.03655 c2 = 1.014 c3 = 3.372 c4 = 0.4597
c5 = 0.05924 c6 = 0.1301 c7 = 0.4096 c10 = 8.287⋅10−8 c11 = 0.2498

c12 = 0.01335 c13 = 0.6905 c14 = 0.2507

A differenza del fit precedente, in questo caso di ottiene χ2
ridotto = 49.30, valutato su 381 punti

che corrispondono alla lunghezza dell’intero vettore dati densità.
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Figura 4.12: Confronto tra la densità neutronica del nucleo 40Ca di partenza ed i due diversi fit.
A sinistra, si ha la densità in scala lineare e, a destra,in scala logaritmica

Dalla figura 4.12 si nota come il fit eseguito con dei pesi diversi (fitb) abbia modificato il
coefficiente angolare della coda della densità in scala logaritmica; valutando tale parametro si è
ottenuto un valore pari a kb = −2.01012 fm−1 che presenta una discrepanza del 15.7% rispetto a
quello previsto. La bontà di tale scelta di forma funzionale e peso per il fit è avvalorata valutando
il coefficiente angolare della densità ottenuta tramite Hartree-Fock, che ha un decadimento
esponenziale con coefficiente pari a kexp − 2.096929 fm−1, densità per cui il processo di inversione,
ha mostrato il suo corretto andamento asintotico [1], confrontato con il tentativo precedente in
figura 4.13.
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Figura 4.13: Confronto tra i potenziali relativi dalle densità neutroniche del nucleo 40
C a ottenute

dai due fit.

Dal confronto in figura 4.12 tra i due potenziali è possibile notare come l’ipotesi iniziale
di ritenere la densità attendibile solo in un certo intervallo sia verificata: nonostante le forme
funzionali siano diverse e i test del χ2

ridotto porterebbero a rigettare il secondo dei due fit, i
potenziali presentano delle differenze dell’ordine di pochi MeV nella regione interna per poi
crescere dopo i 6 fm, esattamente dove anche l’errore inizia ad aumentare.
È possibile notare come siano presenti delle oscillazioni fino a 4 fm il potenziale ottenuto dal
fita, fino a 3 fm per il fitb il quale presenta una diffusività più accentuata.
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4.1.2 90Zr
Lo Zirconio 90 è un nucleo composto da 40 protoni e 50 neutroni ed ha un raggio, secondo la
definizione in (1.4), pari a R = 5.3 fm.
Le problematicità del rumore nella densità del Calcio è stata riscontrata anche per questo nucleo
ed anche in questo caso si è scelto di eseguire un fit, sia per la densità dei neutroni che per quella
dei protoni, con lo stesso procedimento descritto per il Calcio.

Neutroni

Figura 4.14: Confronto tra la densità neutronica del nucleo 90Zr di partenza e quelle ottenute
con i due diversi fit. A sinistra, si ha la densità in scala lineare e, a destra, in scala logaritmica.

Le due forme funzionali ed i coefficienti ottenute per la densità neutronica dello 90Zr sono
rispettivamente per fita e fitb

na(x) = a1 {exp [−(
x − b1

d1
)

2
]} +

c0 (1 + c1x2

c2
2
)

1 + exp (x−c3
c4

)
+
c5 (1 + c6x2

c2
7
)

1 + exp (x−c8
c9

)
(4.4)

c0 = 0.0001954 c1 = 1.068 c2 = 0.3509 c3 = 4.548 c4 = 0.3903
c5 = 0.08918 c6 = 0.0001086 c7 = 0.9845 c8 = 1.866 c9 = 0.4103

a1 = 0.07562 b1 = 3.086 d1 = 1.888

con un χ2
ridotto = 3.53, valutato su 212 punti, e

nb(x) = a1 {exp [−(
x − b1

d1
)

2
]} +

c0 (1 + c1x2

c2
2
)

1 + exp (x−c3
c4

)
(4.5)

c0 = 2.604⋅10−05 c1 = 0.1835 c2 = 0.02741 c3 = 4.32
c4 = 0.4936 a1 = 0.09872 b1 = 0.677 d1 = 2.484
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con un χ2
ridotto = 881, sempre valutato su 212 punti.

È stata inoltre calcolata l’energia di separazione neutronica sperimentale che risulta essere
pari a 11.977 MeV ed anche in questo caso sono stati determinati i coefficienti angolari della
retta che approssima la coda delle densità: per il fita si ha ka = −2.46799 fm−1, per il fitb si ha
kb = −1.86624 fm−1. Dall’energia di separazione si ricava invece un coefficiente angolare pari a
kexp = −1.51949 fm−1. Le discrepanze risultano essere 62.9% per il fit a e 22.82% per il fitb. Dalla
figura 4.15 ritroviamo lo stesso comportamento osservato per il Calcio mentre dalla figura 4.16 si
osserva che i potenziali sono molti simili nella regione interna del nucleo, con differenze al più di
pochi MeV ma che inizia a crescere dopo circa 6 fm. Anche in questo caso si notano le stesse
caratteristiche osservate per il potenziale neutronico del Calcio viste prima in figura 4.12.

Figura 4.15: Andamento della densità neutronica di 90Zr a confronto con l’errore puntuale
percentuale.
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Figura 4.16: Confronto tra i potenziali relativi al nucleo 90Zr per le densità neutroniche ottenute
dai due fit.

Protoni

Le due forme funzionali ed i coefficienti ottenute per la densità neutronica dello 90Zr sono
rispettivamente per fita e fitb

na(x) = a1 {exp [−(
x − b1

d1
)

2
]} +

c0 (1 + c1x2

c2
2
)

1 + exp (x−c3
c4

)
+
c5 (1 + c6x2

c2
7
)

1 + exp (x−c8
c9

)
(4.6)

c0 = 0.1091 c1 = -0.2875 c2 = 0.701 c3 = 1.037 c4 = 0.5322
c5 = -0.0004299 c6 = 2.791 c7 = -0.5213 c8 = 3.242 c9 = 0.374

a1 = 0.09814 b1 = 3.07 d1 = 1.655

con un χ2
ridotto = 2.56, valutato su 199 punti, e

nb(x) =
c0 (1 + c1x2

c2
2
)

1 + exp (x−c3
c4

)
+

c5

1 + exp (x−c6
c7

)
(4.7)

c0 = 0.004397 c1 = 0.7244 c2 = 0.4092 c3 = 1.136
c4 = 0.3826 c5 = 0.09126 c6 = 4.516 c7 = 0.4951

con un χ2
ridotto4.63 ⋅ 103, sempre valutato su 199 punti.
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In questo caso il potenziale, di cui il confronto tra i due fit è riportato in figura 4.19, dovrebbe
saldarsi con continuità alla barriera Coulombiana e poi andare a zero, per far sì che si abbia
questo andamento è necessario includere un contributo di Coulomb nell’esponenziale. Il fitb
non presenta tale termine e, per quanto mostri un miglioramento sulla coda, risulta essere non
sufficiente per poter verificare il corretto andamento.
In questo caso l’energia di separazione protonica sperimentale risulta essere Sexpp = 7.84432 MeV
portando quindi a un coefficiente angolare previsto di kexp = −1.22970 fm−1; il coefficiente del
fita risulta essere pari a ka = −2.45716, mentre quello del fitb risulta kb = −2.17978 fm−1 con una
discrepanza del 99.9% e del 77.2%.

Figura 4.17: Confronto tra la densità protonica del nucleo 90Zr di partenza con quelle ottenute
dai due diversi fit. A sinistra, si ha la densità in scala lineare e, a destra, in scala logaritmica
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Figura 4.18: Andamento della densità protonica di 90Zr a confronto con l’errore puntuale
percentuale.

Figura 4.19: Confronto tra i potenziali relativi al nucleo 90Zr per le densità protoniche ottenute
dai due fit

Dalla figura 4.19 è possibile notare come il potenziale ottenuto dalla densità del fita abbia
un picco a circa 8 fm che potrebbe suggerire un corretto saldamento alla barriera Coulombiana,
tuttavia questa dovrebbe essere più bassa, circa 10 MeV. La figura 4.20 mostra un confronto con
i potenziali ricavati dalle due densità, entrambi dopo aver eseguito i fitb, l’intervallo considerato
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è solo quello della parte interna. È possibile notare come il potenziale dei neutroni risulti essere
molto più profondo rispetto a quello dei protoni; i due potenziali differiscono di circa 10 MeV che
risulterebbe essere la somma dell’energia Coulombiana e del termine di asimmetria, ma poiché il
termine Coulombiano stimato coinciderebbe con questa differenza, siamo indotti a pensare che il
termine di asimmetria sia pressoché trascurabile.

Figura 4.20: Confronto tra i potenziali relativi al nucleo 90Zr per la densità protonica (blu) e
neutronica (rosso) nell’intervallo r ∈ [0; 6].
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4.2 SCGF
Le densità presentate in questa sezione sono ottenute tramite un’interazione chirale: le NNLOsat

[10] che, come le altre interazioni della stessa famiglia, include forze a due e tre nucleoni basate
sulla teoria chirale efficace. A differenza delle altre ha la peculiarità che, insieme alle forze,
ottimizza simultaneamente alcune osservabili e proprietà di certi nuclei leggeri, come carbonio e
isotopi dell’ossigeno, come energia di legame e raggi di carica.
A differenza di quanto esposto nella precedente sezione, i calcoli SCGF sono fatti su di una base
di oscillatore armonico in uno spazio a momento angolare massimo lmax = 13 ed un numero di
eccitazioni al di sopra della configurazione di Pauli più bassa possibile Nmax = 150. Per poter
ricavare un potenziale nucleare e partire da densità NNLOsat, non è necessario agire sulle stesse
con processi di interpolazione al fine di eliminare rumori o oscillazioni indesiderate. In questo
caso, le densità vengono date in input al programma così come sono.
I potenziali così ricavati vengono shiftati verticalmente in maniera tale da far sì che questi abbiano
valore nullo per grandi distanze. Nel nostro caso, dopo aver osservato il loro caratteri per i diversi
nuclei utilizzati, abbiamo imposto un fattore di traslazione tale per cui il potenziale valesse zero
esattamente in r = 12 fm.
L’energia totale dei vari nuclei è stata calcolata sommando le energie dei vari livelli e calcolando,
tramite metodo dei trapezi, l’integrale

Etot = ∑
j

λj +Exc[n(r)] − ∫
b

a
d3r [

1
2Vks(r) + Vxc(r)]n(r)

Usando l’equazione (2.26) e, poiché stiamo considerando un caso in assenza di potenziale di
esterno e scambio-correlazione, il calcolo si riduce a

Etot = ∑
j

λj − ∫
b

a
d3r

1
2Vksn(r) (4.8)

dove i λj sono gli autovalori. Vengono ora presentati in maniera sistematica, e successivamente
commentati, i grafici delle densità e dei relativi potenziali per ciascuno dei nuclei studiati. Insieme
ad essi, vengono anche riportati i valori delle energie di ogni orbitale occupato λj , l’energia totale
del sistema, calcolata come in equazione 4.8, e l’energia di separazione sperimentale, calcolata
come in equazione 1.3.
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4.2.1 16O
Neutroni

Figura 4.21: Densità neutronica del nucleo 16O. A sinistra, rappresentazione in scala lineare e, a
destra, in scala logaritmica.
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Figura 4.22: Andamento del potenziale per la densità neutronica del nucleo 16O.

Orbitale Energia [MeV]
1s -30.1542
1p -16.3276

Tabella 4.1: Energia relativa agli orbitali.

Il potenziale è stato traslato di −16.023 MeV. L’energia di separazione sperimentale risulta essere
Sexpn = 15.6725 MeV, a fronte di quella teorica Steon = 14.3325 MeV, e confrontando tale valore con
l’energia dell’ultimo orbitale occupato si ha una differenza di 0.6551 MeV o del 4%.
È stato estrapolato il coefficiente angolare della coda del logaritmo della densità che risulta
essere pari a k = −1.8999 fm−1, mentre quello dato dall’energia di separazione sperimentale è
kexp = −1.7382 fm−1.
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Protoni

Figura 4.23: Densità protonica del nucleo 16O. A sinistra, rappresentazione in scala lineare e, a
destra, in scala logaritmica.

Figura 4.24: Andamento del potenziale per la densità protonica del nucleo 16O.
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Orbitale Energia [MeV]
1s -26.3376
1p -12.7299

Tabella 4.2: Energia relativa agli orbitali.

Il potenziale è stato traslato di −12.4326 MeV. L’energia di separazione sperimentale risulta
essere Sexpp = 11.6184 MeV, a fronte di quella teorica Steop = 11.1286 MeV, e confrontando tale
valore con l’energia dell’ultimo orbitale occupato si ha una differenza di 1.1115 MeV o dell’ 8.7%.
È stato estrapolato il coefficiente angolare della coda del logaritmo della densità che risulta
essere pari a k = −1.6941 fm−1, mentre quello dato dall’energia di separazione sperimentale è
kexp = −1.4966 fm−1.

Il nucleo risulta quindi avere un’energia totale di Eexp
tot =174.5065 MeV, a fronte di una teorica

Eteo
tot = 126.2940 MeV.

4.2.2 24O
Neutroni

Figura 4.25: Densità neutronica del nucleo 24O. A sinistra, rappresentazione in scala lineare e, a
destra, in scala logaritmica.
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Figura 4.26: Andamento del potenziale per la densità neutronica del nucleo 24O.

Orbitale Energia [MeV]
1s -29.8856
1p -17.5564
1d -4.5765
2s -3.7759

Tabella 4.3: Energia relativa agli orbitali.

Il potenziale è stato traslato di −4.8537 MeV. L’energia di separazione sperimentale risulta essere
Sexpn = 4.2484 MeV, a fronte di quella teorica Steon = 3.9770 MeV, e confrontando tale valore con
l’energia dell’ultimo orbitale occupato si ha una differenza di 0.4725 MeV o del 12.5%.
È stato estrapolato il coefficiente angolare della coda del logaritmo della densità che risulta
essere pari a k = −1.0853 fm−1, mentre quello dato dall’energia di separazione sperimentale è
kexp = −0.9050 fm−1.
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Protoni

Figura 4.27: Densità protonica del nucleo 24O. A sinistra, rappresentazione in scala lineare e, a
destra, in scala logaritmica.

Figura 4.28: Andamento del potenziale per la densità protonica del nucleo 24O.
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Orbitale Energia [MeV]
1s -40.9897
1p -28.6368

Tabella 4.4: Energia relativa agli orbitali.

Il potenziale è stato traslato di −28.3698 MeV. L’energia di separazione sperimentale risulta
essere Sexpp = 26.6560 MeV, a fronte di quella teorica Steop = 25.8842 MeV, e confrontando tale
valore con l’energia dell’ultimo orbitale occupato si ha una differenza di 1.9808 MeV o del 7.4%.
È stato estrapolato il coefficiente angolare della coda del logaritmo della densità che risulta
essere pari a k = −2.4878 fm−1, mentre quello dato dall’energia di separazione sperimentale è
kexp = −2.2668 fm−1.

Il nucleo risulta quindi avere un’energia totale di Eexp
tot = 292.2235 MeV, a fronte di una teorica

Eteo
tot = 171.497 MeV.

4.2.3 34Si
Neutroni

Figura 4.29: Densità neutronica del nucleo 34Si. A sinistra, rappresentazione in scala lineare e, a
destra, in scala logaritmica.
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Figura 4.30: Andamento del potenziale per la densità neutronica del nucleo 34Si.

Orbitale Energia [MeV]
1s -32.3323
1p -21.7115
1d -10.1622
2s -8.6627

Tabella 4.5: Energia relativa agli orbitali.

Il potenziale è stato traslato di −9.4017 MeV. L’energia di separazione sperimentale risulta essere
Sexpn = 7.5220 MeV, a fronte di quella teorica Steon = 7.9077 MeV, e confrontando tale valore con
l’energia dell’ultimo orbitale occupato si ha una differenza di 1.1407 MeV o del 15.2%.
È stato estrapolato il coefficiente angolare della coda del logaritmo della densità che risulta
essere pari a k = −1.4770 fm−1, mentre quello dato dall’energia di separazione sperimentale è
kexp = −1.2042 fm−1.
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Protoni

Figura 4.31: Densità protonica del nucleo 34Si. A sinistra, rappresentazione in scala lineare e, a
destra, in scala logaritmica.

Figura 4.32: Andamento del potenziale per la densità protonica del nucleo 34Si.
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Orbitale Energia [MeV]
1s -41.9710
1p -30.7212
1d -19.0354

Tabella 4.6: Energia relativa agli orbitali.

Il potenziale è stato traslato di −30.3994 MeV. L’energia di separazione sperimentale risulta
essere Sexpp = 18.26806 MeV, a fronte di quella teorica Steop = 17.8904 MeV, e confrontando tale
valore con l’energia dell’ultimo orbitale occupato si ha una differenza di 0.3468 MeV o del 1.9%.
È stato estrapolato il coefficiente angolare della coda del logaritmo della densità che risulta
essere pari a k = −2.0712 fm−1, mentre quello dato dall’energia di separazione sperimentale è
kexp = −1.8766 fm−1.

Il nucleo risulta quindi avere un’energia totale di Eexp
tot = 465.5794 MeV, a fronte di una teorica

Eteo
tot = 282.938 MeV.

Osservazione

La maggioranza dei nuclei presenta una densità costante nella regione centrale che diminuisce
gradualmente in superficie; dalla figura 4.31 è possibile notare come la densità dei protoni presenti
un massimo in ≈ r = 2 fm. Questo succede poiché a r = 0 fm l’unica funzione d’onda che dà un
contributo è quella dell’1s, la quale raggiunge il picco al centro del nucleo; le funzioni d’onda con
l ≠ 0 sono soppresse in modo da non contribuire nel centro della densità. Come risultato si ha
che ogni vacanza di orbitali s produca uno svuotamento della densità nella parte centrale [33].
Dalla figura 4.30 è possibile osservare l’effetto dell’interazione n− p: lo svuotamento della densità
dei protoni produce una parte repulsiva centrale nel potenziale dei neutroni; una modifica della
densità dei protoni viene risentita dai neutroni che mostrano questo effetto nel loro potenziale. Il
potenziale dei protoni, in figura 4.32, non mostra infatti lo svuotamento della densità nella parte
centrale.
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4.2.4 40Ca
Neutroni

Figura 4.33: Densità neutronica del nucleo 40Ca. A sinistra, rappresentazione in scala lineare e,
a destra, in scala logaritmica.
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Figura 4.34: Andamento del potenziale per la densità neutronica del nucleo 40Ca.

Orbitale Energia [MeV]
1s -38.0697
1p -28.3332
1d -17.6563
2s -16.0346

Tabella 4.7: Energia relativa agli orbitali.

Il potenziale è stato traslato di −17.2439 MeV. L’energia di separazione sperimentale risulta
essere Sexpn = 15.6340 MeV, a fronte di quella teorica Steon = 14.0387 MeV, e confrontando tale
valore con l’energia dell’ultimo orbitale occupato si ha una differenza di 0.4006 MeV o del 2.6%.
È stato estrapolato il coefficiente angolare della coda del logaritmo della densità che risulta
essere pari a k = −1.8972 fm−1, mentre quello dato dall’energia di separazione sperimentale è
kexp = −1.7360 fm−1.
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Protoni

Figura 4.35: Densità protonica del nucleo 40Ca. A sinistra, rappresentazione in scala lineare e, a
destra, in scala logaritmica.

Figura 4.36: Andamento del potenziale per la densità protonica del nucleo 40Ca.
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Orbitale Energia [MeV]
1s -29.6321
1p -20.1822
1d -9.7713
2s -8.1111

Tabella 4.8: Energia relativa agli orbitali.

Il potenziale è stato traslato di −9.5566 MeV. L’energia di separazione sperimentale risulta essere
Sexpp = 8.3280 MeV, a fronte di quella teorica Steop = 7.2018 MeV, e confrontando tale valore con
l’energia dell’ultimo orbitale occupato si ha una differenza di 0.2169 MeV o del 2.6%.
È stato estrapolato il coefficiente angolare della coda del logaritmo della densità che risulta
essere pari a k = −1.4388 fm−1, mentre quello dato dall’energia di separazione sperimentale è
kexp = −1.2671 fm−1.

Il nucleo risulta quindi avere un’energia totale di Eexp
tot = 522.6237 MeV, a fronte di una teorica

Eteo
tot = 336.459 MeV.

4.2.5 48Ca
Neutroni

Figura 4.37: Densità neutronica del nucleo 48Ca. A sinistra, rappresentazione in scala lineare e,
a destra, in scala logaritmica.
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Figura 4.38: Andamento del potenziale per la densità neutronica del nucleo 48Ca.

Orbitale Energia [MeV]
1s -42.1176
1p -32.2988
1d -21.5063
2s -19.8171
1f -10.3753

Tabella 4.9: Energia relativa agli orbitali.

Il potenziale è stato traslato di −21.1511 MeV. L’energia di separazione sperimentale risulta
essere Sexpn = 8.9613 MeV, a fronte di quella teorica Steon = 9.4274 MeV, e confrontando tale valore
con l’energia dell’ultimo orbitale occupato si ha una differenza di 1.4140 MeV o del 15.8%.
È stato estrapolato il coefficiente angolare della coda del logaritmo della densità che risulta
essere pari a k = −1.6208 fm−1, mentre quello dato dall’energia di separazione sperimentale è
kexp = −1.3143 fm−1.
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Protoni

Figura 4.39: Densità protonica del nucleo 48Ca. A sinistra, rappresentazione in scala lineare e, a
destra, in scala logaritmica.

Figura 4.40: Andamento del potenziale per la densità protonica del nucleo 48Ca.
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Orbitale Energia [MeV]
1s -37.3060
1p -28.7445
1d -18.7868
2s -16.0541

Tabella 4.10: Energia relativa agli orbitali.

Il potenziale è stato traslato di −18.3405 MeV. L’energia di separazione sperimentale risulta
essere Sexpp = 15.2927 MeV, a fronte di quella teorica Steop = 14.5280 MeV, e confrontando tale
valore con l’energia dell’ultimo orbitale occupato si ha una differenza di 0.7614 MeV o del 4.9%.
È stato estrapolato il coefficiente angolare della coda del logaritmo della densità che risulta
essere pari a k = −1.8861 fm−1 fm−1, mentre quello dato dall’energia di separazione sperimentale
è kexp = −1.7170 fm−1.

Il nucleo risulta quindi avere un’energia totale di Eexp
tot = 733.2289 MeV.

4.2.6 Osservazioni
In tutti i potenziali neutronici ottenuti dalle densità NNLOsat si riscontra la presenza di una
barriera, in genere piccola (qualche MeV). La causa può essere data dal fatto che le densità
derivino da una dinamica a molti corpi complessa e che quindi comprendano degli effetti a molti
corpi difficili da visualizzare nella stessa ma che risultano evidenti nel potenziale.
Calcolando il valore dell’altezza della barriera Coulombiana ECB per la componente protonica
del potenziale di ciascun nucleo, riportate in tabella 4.11, si può notare che questi presentano un
massimo del potenziale vicino a quello atteso per il corretto saldamento.

Nucleo Eteo
CB Eexp

CB
16O 3.8098 4.5049
24O 3.3281 3.0024
34Si 5.1858 3.0981
40Ca 7.0176 7.2056
48Ca 6.6039 6.4095

Tabella 4.11: Altezza della barriera Coulombiana teorica per ogni nucleo a confronto con quella
ricavata dal massimo del potenziale ottenuto dal metodo di inversione.

I potenziali ottenuti mostrano tutti un corretto andamento asintotico, sia per i protoni che
per i neutroni. Le figure 4.26, 4.30, 4.34, 4.34, 4.38, 4.40 mostrano tutte un minimo nella regione
da 0 − 2 fm. Le figure 4.22, 4.24, 4.28 e 4.30 mostrano un andamento nella stessa regione simile a
quello del potenziale di Woods-Saxon, e tutti i potenziali mostrano una diffusività simile ad esso.
Confrontando i valori teorici con le energie dell’ultimo orbitale possiamo dire che il metodo di
inversione si avvicina abbastanza al modello.
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4.3 Confronti
Si mostrano ora i confronti relativi alle densità neutronica del nucleo 40Ca.

Figura 4.41: Confronto densità ADCMfitb e NNLOsat.

Dalla figura 4.41 si nota come le due densità siano molto diverse nella regione da 0 − 2
fm e questo fatto si riflette anche sui potenziali. In figura 4.43 è possibile osservare come il
potenziale derivante dalle densità ADMC sia molto oscillante rispetto a quello ricavato dalle
densità NNLOsat.
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Figura 4.42: Potenziali ottenuti dalla densità ADCMfitb e NNLOsat.

Figura 4.43: Differenza tra i potenziali relativi al nucleo 40Ca per la densità neutronica ottenuti
con il metodo CV relativi alla densità ADCMfitb e NNLOsat.

Viene ora mostrato il confronto con i risultati ottenuti tramite metodo vLB per la densità del
40Can sia per ADMC che per NNLOsat.
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Figura 4.44: Confronto potenziali relativi al nucleo 40Ca per la densità neutronica ottenuti con
le diverse densità e con i due metodi.

Figura 4.45: Differenza tra i potenziali relativi al nucleo 40Ca per la densità neutronica ottenuti
con i due metodi relativi alla densità NNLOsat.
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Figura 4.46: Differenza tra i potenziali relativi al nucleo 40Ca per la densità neutronica ottenuti
con i due metodi relativi alla densità ADCMfitb .

Dalle figure 4.44, 4.45, 4.46 è possibile notare come la differenza sia sempre compresa nell’unità:
questo porta a dire che il processo di inversione dà risultati robusti e che i due metodi iterativi
trovano un buon accordo tra loro.
Dalla figura 4.43 si nota come la differenza sia nell’ordine delle decine dei MeV. Questo porta a
concludere che l’errore sul risultato dato dalle differenti densità risulta essere molto più grande
dell’errore del metodo.
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Conclusioni

In questo lavoro, ci siamo posti l’obiettivo di risolvere il problema inverso della DFT nei nuclei
magici o doppiamente magici. Lo scopo è stato quindi quello di determinare il potenziale nucleare
efficace partendo dalla conoscenza della densità, di alcuni nuclei, relativa allo stato fondamentale.
Nello specifico è stato fatto uso di densità calcolate sfruttando metodi ab initio, quali Quantum
Monte Carlo (QMC) e funzioni di Green auto-consistenti (SCGF), e che si basano su due Hamil-
toniane diverse.
Per raggiungere tale scopo è stato fatto uso del metodo constrained variational (CV), basato
sulla formulazione variazionale del problema inverso della DFT, in cui il potenziale efficace ha il
ruolo di moltiplicatore di Lagrange all’interno di un problema di ottimizzazione vincolata del
funzionale energia.
Nel caso di densità ottenute attraverso metodo QMC, il processo di inversione non è stato imme-
diatamente soddisfacente. Le densità, così come vengono ricavate dal metodo che le produce, sono
risultate inutilizzabili nel processo di inversione per via oscillazioni numeriche non trascurabili,
che sono una caratteristica intrinseca di un metodo Monte Carlo. All’interno di questo elaborato
ci si è dunque preoccupati di trovare una via che permettesse di fare uso di tali quantità come
input del metodo di inversione: è stata determinata una procedura di interpolazione efficace nel
ridurre il rumore. A seguito di questo procedimento siamo riusciti ad ottenere, dall’inversione
del problema, un andamento per il potenziale nucleare efficace soddisfacente ma limitato ad uno
specifico intervallo radiale, tipicamente r ∈ [0; 6] fm.
Le densità derivanti da metodo SCGF non presentano, diversamente dalle prime, oscillazioni
numeriche ma hanno un carattere marcatamente più liscio ed il processo di inversione ha dato
immediatamente ottimi risultati. Insieme a questa loro proprietà, i potenziali nucleari così ricavati
risultano aver il comportamento atteso su tutto l’intervallo su cui sono stati valutati, ovvero per
r ∈ [0; 12] fm.
Il confronto diretto delle osservabili è stato possibile solamente per i risultati ottenuti dal se-
condo dei due metodi. In particolare, nel caso delle energie di separazione mostrano un errore
tipicamente compreso tra 0.3 MeV e 2 MeV, ma tipicamente mai con uno scarto superiore al
10%, e quindi si può parlare di un accordo apprezzabilmente soddisfacente.
I potenziali efficaci ottenuti per entrambe le due tipologie di densità sono anche stati messi a
confronto con quelli ottenuti attraverso il metodo di inversione di van Leeuwen e Baerends (vLB).
Da tale confronto emerge che i due metodi applicati alla stessa densità restituiscono dei potenziali
nucleari, in buona misura, sovrapponibili. Questo ha permesso valutare, in maniera qualitativa,
che l’errore finale sul processo di inversione è da attribuirsi maggiormente ai diversi metodi con
cui state ricavate le densità che al metodo utilizzato. .

Un primo e chiaro sviluppo di questo lavoro sarebbe quello di trovare un metodo efficacie per
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l’interpolazione di densità derivanti da metodo QMC che sia in grado di riprodurre tanto bene la
regione centrale del nucleo quanto la superficie ed il suo comportamento a grandi distanze.
Obiettivo ultimo del lavoro in cui si colloca questo elaborato è quello di ricavare un vero e
proprio funzionale dell’energia. Per poter fare ciò è necessario applicare il problema inverso
a sistemi in cui la densità varia con continuità: in questo modo sarebbe possibile passare dal
potenziale ricavato dal metodo al funzionale energia. In un nucleo vero però questa condizione
non è realistica ed è quindi necessario trovare un sistema nucleare caratterizzabile in tali termini.
Un esempio può essere quello di nucleoni confinati in un potenziale di oscillatore armonico che
può variare con continuità.
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Appendice A

Calcoli dettagliati

In quest’appendice, si completa la discussione dell’implementazione del metodo CV, oggetto
del Cap. 1, riportando lo svolgimento dettagliato di alcuni calcoli svolti nella realizzazione
dell’algoritmo.

A.1 Funzionale obiettivo nelle variabili riscalate

A.1.1 Funzionale energia cinetica
Abbiamo introdotto le funzioni riscalate fj(r) attraverso la relazione

uj(r) =
√

4πñ(t)rfj(r) =
√

4πA(r)fj(r) (A.1)

dove per comodità definiamo A(r) = r
√
ñ(r).

Nell’espressione del funzionale obiettivo compaiono le derivata prime e seconde delle uj(r), che
ora andremo a calcolare facendo uso di eq. A.1

u̇(r) =
√

4π (Ȧ(r)f(r) +A(r)ḟ(r)) (A.2)

ü(r) =
√

4π (Ä(r)f(r) + 2Ȧ(r)ḟ(r) +A(r)f̈(r)) (A.3)
Le derivate di A(r) sono date da

Ȧ(r) =
√
ñ(r) +

ñ′(r)

2
√
ñ(r)

r (A.4)

Ä(r) =
ñ′(r)
√
ñ(r)

+
r

2
ñ′′(r)
√
ñ(r)

−
r

4
(ñ′(r))2

(ñ(r))3/2 (A.5)

Il funzionale energia cinetica in funzione delle uj(r) è

T [{uj}] = ∑
j

dj (−
h̵2

2m)∫ dr [uj(r)u
′′
j (r) −

lj(lj + 1)
r2 u2

j(r)] (A.6)

In funzione delle fj(r), si ha
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T [fj] = −
4πh̵2

2m ∑
j

dj ∫ dr [f 2
j (r)(A(r)Ä(r) −

lj(lj + 1)
r2 A2(r)) +

d

dr
[A2(r)]fj(r)(̇f)j(r) +A

2(r)fj(r)f̈j(r)]

(A.7)
Si è fatto uso dell’osservazione: 2A(r)Ȧ(r) = d

dr [A
2(r)].

Per semplificare l’espressione dell’integranda, introduciamo le funzioni C0(r, j), C1(r) e C2(r)

C2(r)
def
= A2(r) = r2ñ(r)

C1(r)
def
=

d

dr
C2(r) = r

2ñ′(r) + 2rñ(r)

C0(r, j)
def
= A(r)(̈r) −

lj(lj + 1)
r2 A2(r) = −lj(lj + 1)ñ(r) + rñ′(r) + r

2

2 ñ
′′(r) −

r2

4
[ñ′(r)]2

ñ(r)

(A.8)

Pertanto

T [{fj}] = (−
h̵2

2m4π)∑
j

dj ∫ dr [C0(r, j)f
2
j (r) +C1(r)fj(r)ḟj(r) +C2(r)fj(r)f̈j(r)] (A.9)

A.1.2 Funzionale obiettivo
Il funzionale obiettivo completo del problema è definito come la somma del funzionale energia
cinetica e del funzionale penalità, introdotto in Eq. 3.2.16. Si ricava immediatamente l’espressione
per O[{fj}]

O[{fj}] = ∑
j

dj ∫ dr {(−
h̵2

2m4π) [C0(r, j)f
2
j (r) +C1(r)fj(r)ḟj(r) +C2(r)fj(r)f̈j(r)] − αfj(r)f̈j(r)}

(A.10)
È così completata la derivazione della formula riportata nel Paragrafo 3.1.3.

A.2 Derivate del funzionale obiettivo e dei vincoli
La libreria IPOPT richiede, per poter effettuare la minimizzazione vincolata di una funzione, la
conoscenza delle derivate prime e seconde della funzione obiettivo e delle funzioni vincolo.
Più in particolare, occorre anzitutto fornire al programma la struttura dello Jacobiano dei vincoli
e dell’Hessiana della funzione complessiva (obiettivo+vincoli) del problema, ossia indicare quali
derivate non sono identicamente nulle. In secondo luogo, va specificata l’espressione analitica
delle derivate stesse in funzione delle variabili del problema.

Come discusso nel Par. 3.2, le variabili del problema sono le funzioni fj(r), valutate nei
diversi punti della griglia in cui è suddiviso l’intervallo di definizione del problema. In totale vi
sono Noribitals ×Npoints variabili scalari dalle quali dipende il problema discretizzato. Utilizziamo
la notazione f ji in riferimento al j-esimo orbitale (fj) valutato nell’i-esimo punto della griglia.
Le derivate prime e seconde si ottengono come combinazioni lineari delle f ji . Per approssimare
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numericamente le ḟj e le f̈j si è scelto di utilizzare il metodo delle differenze finite al quarto
ordine. Riportiamo le formule per il metodo delle differenze centrali

ḟ ji =
+2
∑
k=−2

wk
h
f ji+k f̈ ji =

+2
∑
k=−2

vk
h2f

j
i+k (A.11)

I coefficienti sono dati da

w−2 =
1
12 w−1 = −

2
3 w+1 =

2
3 w+2 = −

1
12 (A.12)

v−2 = −
1
12 v−1 =

4
3 v0 = −

5
2 v+1 =

4
3 v+2 = −

1
12 (A.13)

Essi soddisfano le seguenti proprietà di parità

w−k = −wk v−k = vk (A.14)
L’integrale viene approssimato con una somma discreta mediante la formula di Simpson.

Il funzionale obiettivo Eq. 3.22 è stato così trasformato, nel processo di discretizzazione, in una
funzione scalare delle f ji .

A.2.1 Gradiente della funzione obiettivo
Calcoliamo la derivata di O({f ji }) rispetto alla generica variabile f qp .

∂T

∂f qp
= (−

h̵2

2m4π)∑
j

dj∑
i

2C0(i, j)f
j
i δ

jqδip + [C1(i)δ
jqδipḟ

j
i +C1(i)f

j
i (∑

k

wk
h
δi+k,p)]+

+[C2(i)δ
jqδipf̈

j
i +C2(i)f

j
i (∑

k

vk
h2 δi+k,p)] =

= (−
h̵2

2m4π)dq∑
i

2C0(i, j)f
q
p + [C1(p)ḟ

q
p

+2
∑
k=−2

(C1(p − k)f
q
p−k)

wk
h

]+

+[C2(p)f̈
q
p

+2
∑
k=−2

(C2(p − k)f
q
p−k)

vk
h2 ]

(A.15)

Osserviamo che, ponendo k′ = −k e sfruttando w−k = −wk, si ha

+2
∑
k=−2

(C1(p − k)f
q
p−k)

wk
h

=
+2
∑
k=−2

(C1(p + k
′)f qp+k′)

w−k′

h
= −∑

k′
C1(p + k

′)f qp+k′
wk′

h
= −D1[C1(p)f

q
p ]

(A.16)
Il simbolo D1 sta ad indicare l’operazione di calcolo della derivata numerica della funzione su

cui D1 agisce. Se H è una qualsiasi funzione di una variabile, H = H(x), e se la variabile x è
stata discretizzata, allora la formula per le differenze finite dà il seguente risultato per la prima
derivata di H nell’i-esimo punto

D1H(i) = ∑
k

wk
h
H(i + k) (A.17)
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Nel nostro caso, −2 ≤ k ≤ 2.
Un procedimento analogo, con l’importante differenza che v−k = vk, porta a scrivere la seconda
sommatoria come

∑(C2(p − k)f
q
p−k)

vk
h2 =D2[C1(p)f

q
p ] (A.18)

D2 è definito analogamente a D1

D2H(i) = ∑
k

vk
h2H(i + k) (A.19)

Quindi la derivata del funzionale T [{fj}] rispetto a f qp è

∂T

∂f qp
= (−

h̵2

2m4π)dq {2C0(p, q)f
q
p + [C1(p)ḟ

q
p −D1[C1(p)f

q
p ]] + [C2(p)f̈

q
p +D2[C2(p)f

q
p ]]} (A.20)

Il calcolo delle derivate del funzionale penalità, definito in Eq. 3.2.16, è molto simile e produce
il seguente risultato

∂R

∂f qp
= −αdq {f̈

q
p +∑

k

vk
h2f

q
i δi,p−k} = −2αdqf̈ qp (A.21)

Se ora sommiamo i contributi dell’energia cinetica e del termine di penalità, otteniamo la
formula delle derivate del funzionale obiettivo

∂O

∂f qp
= dq {(−

h̵2

2m4π)2C0(p, q)f
q
p + [C1(p)ḟ

q
p −D1[C1(p)f

q
p ]] + [C2(p)f̈

q
p +D2[C2(p)f

q
p ]] − 2αf̈ qp}

(A.22)

A.2.2 Jacobiano dei vincoli
Il vincolo sulla densità 3.20 può essere scritto, dopo la discretizzazione, come

gd(i) =
Norb

∑
j=1

dj(f
j
i )

2
= 1 (A.23)

applicando le regole di derivazione si ottiene:
∂gd(i)

∂f qp
= 2dqf qp δip (A.24)

La presenza della delta di Kronecker esprime il fatto che solo le derivate di gd(i) rispetto a f qi
non sono identicamente nulle.
Valutiamo ora l’espressione delle derivate dei vincoli di ortonormalità

Gij[{fi}] = ∫
infty

0
4πñ(r)r2fi(r)fj(r)dr = 1 se li = lj, ji = jj; i = 1...Norb, j ≤ i (A.25)

Se i ≠ j, per ogni Gij esistono 2M derivate non identicamente nulle: quelle rispetto a f ip e f jp
con p = 1...Npoint, altrimenti si hanno solo Npoints termini non nulli per ogni valore di i.
Il numero di elementi non nulli dello Jacobiano risulta quindi essere MN(N + 1).
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A.2.3 Hessiana
Per determinare le derivate seconde del funzionale energia cinetica, è sufficiente esplicitare la
sommatoria nella definizione delle derivate contenute in (A.20) e applicare le regole di derivazione:

∂2T

∂f qp∂f sr
= (−

h̵2

2m4π)dqδsq{2C0(p, q)δpr + [C1(p)
wr−p
h

−C1(r)
wr−p
h

] + [C2(p)
vr−p
h2 −C2(r)

vr−p
h2 ]

(A.26)
Si può fare altrettanto per calcolare le derivate seconde del termine di penalità:

∂2R

∂f qp∂f sr
= −2αδqs(∑

k

vk
h2 δp+k,r) = −2αδqs(vr−p

h2 ) (A.27)

Rimane quindi da individuare quali elementi non risultano essere non identicamente nulli. Poichè
sono significative le derivate di uno stesso orbitale è necessario che sia s = q, ed essendo l’hessiana
simmetrica possiamo limitarci a considerare solo la sottomatrice triangolare inferiore quindi
r ≤ p. Notiamo che i coefficienti wr−p e vr−p risultano essere diversi da zero solo se r − p = 0,1,2
in quanto è stato scelto di approssimare le derivate tramite la formula delle differenze finite al
quarto ordine.
I contributi non nulli risultano essere, in ordine per r = p, r = p − 1, r = p − 2:

∂2O

∂f qp∂f
q
p
= dq{(−

h̵2

2m4π)(2C0(p, q) + 2 v0

h2 c2(p)) − sα
v0

h2 (A.28)

∂2O

∂f qp∂f
q
p−1

= dq{(−
h̵2

2m4π)[w−1

h
(C1(p) −C1(p− 1)) + v−1

h2 (C2(p) +C − 2(p− 1))] − 2αv−1

h2 } (A.29)

∂2O

∂f qp∂f
q
p−2

= dq{(−
h̵2

2m4π)[w−2

h
(C1(p) −C1(p− 2)) + v−2

h2 (C2(p) +C − 2(p− 2))] − 2αv−2

h2 } (A.30)

Riportiamo anche le derivate seconde dei vincoli.
Per il vincolo sulle densità si ha:

∂2gd(i)

∂f rs ∂f
q
p
= 2dqδirδqs (A.31)

I soli termini non nulli sono quelli per cui s = q e i = r = p. Per i vincoli di ortonormalità si ha:

∂2Gij

∂f qp∂f sr
= 4πñ(r)r2

p(δ
isδjq + δiqδjs)δrp (A.32)

Per la simmetria rispetto al cambio delle derivate ci limitiamo al caso s ≤ q. I contributi non
identicamente nulli risultano essere:

i = j
∂2Gii

∂f ip∂f
i
p

= 8πñ(rp)r2
p (A.33)

i ≠ j
∂2Gii

∂f ip∂f
i
p

= 4πñ(rp)r2
p (A.34)
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